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1

第1章 概論

1.1 このコースの目的

このコースの目的はレーザー光の中での原子の運動を支配する基本過程およびその物理的なメカ

ニズムを論じる事にある。この数年の間にレーザー光によって原子を「操作する」可能性を示す驚

異的な研究結果が得られている。こうしてレーザー冷却と捕捉と呼ばれる大きく発展する研究分野

が現れた (そのいくつかの例としてこの巻の W. Phillips, R. Blatt, H. Walther のコースを見よ)。
これらの新しい方法の (理論的な)限界を明らかにするため、いくつかの理論的な方法を展開する。
このコースでは、これらの方法をそれぞれ解説し、その有利な点、また問題点、そしてその有効範

囲を比較する。

ここでは特に物理的な考え方と物理的なメカニズムに重点を置くこととする。(他の)文献で入手
可能な場合には計算の詳細は省いてこのような計算の原理を呼び起こすだけにし、その結果の解釈

や導入する多くの近似の議論により多くの時間を割くつもりである。またここでは中性原子のみを

扱う。イオンのレーザー冷却に関しては R. BlattとH. Waltherのコースに詳しく議論されている。

1.2 相互作用する系

原子の媒質は非常に希釈であると仮定し、原子間相互作用を無視できるとする。そのため単原子

Aを考え、励起状態 eと基底状態 gがエネルギー間隔

Ee −Eg = h̄ωA (1.1)

だけ離れているとする。ここで ωAは原子周波数と呼ばれる。原子の重要な観測量は電気双極子モー

メント d、位置 R、そして重心運動の運動量 P である。この原子 Aは一方ではレーザー光の場 L

と結合し、他方では他の全ての放射場と結合する。これは最初から光子が全く無い状態で、量子真

空場 V と呼ばれる場を形成している (図 1.1を見よ)。
レーザー場 Lは周波数 ωLの単色光と仮定する。もしレーザー場の初期状態がコヒーレント状態

だとすると、これを複素数の外場

EL(r, t) = ε(r)E(r) cos[ωLt+ Φ(r)], (1.2)

として記述することがもっともだということが示される (文献 [1]および文献 [2]の演習 17を見よ)。
ここで ε(r)、E(r)と Φ(r)はそれぞれ rにおけるレーザー場の分極、振幅および位相を表す。原

子とレーザーの結合係数 VAL はラビ周波数 Ω1によって特徴づけられ、これは双極子モーメント

〈e|d|g〉とレーザー場EL(r, t)の内積に比例する。VALによるハミルトニアンの時間発展は原子に

よるレーザー光の吸収および誘導放出の基礎過程を用いて解析する事ができる。

原子と真空場の結合係数 VAV は励起状態の原子からの自然放出に対するものである。これは励

起状態 eの自然幅 Γ によって特徴づけられ、またこれは励起状態 eからの自然放出確率に等しい。
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図 1.1: 相互作用する系とそれらの各結合

V は無限の自由度を持つ大きな系であるので、結合係数 VAV は Aの時間発展において減衰と揺ら

ぎをもたらす。このコースの主要な目的の一つはこれらの揺らぎによってもたらされる限界を調べ

たり、これらの最小値をいかにして下げるか、またはこの限界を回避しうるかを説明する事にある。

Aの時間発展に対して二つの極限的な領域を考える事ができる。非常に短い相互作用時間、すな

わち t � Γ−1に対しては、自然放出を無視する事ができ、A + Lの時間発展はシュレディンガー

方程式によって表される。非常に長い相互作用時間、すなわち t � Γ−1に対しては、相互作用時

間 tの間に数回の自然放出が起こり、Aの「換算」発展 (真空場の自由度に渡ってトレースをとる)
はマスター方程式またはランジュバン方程式によって表される。この二番目の場合は最も多く研究

されており、次にこれを詳しく解析する。

1.3 特性時間

これからの議論に対して、いくつかの特性時間を導入し、これらの大きさのオーダーを比較して

おく事は有用である。

この問題において最も短い時間スケールは真空場の相関時間 τcである。真空揺らぎ (文献 [3]の
第 3章および文献 [4]の第 III章を見よ)は非常に広い周波数スペクトル J(ω)を持っており、これ
は原子周波数 ωAの周りでは ωに対して非常にゆっくり変化する: J(ω)の変化に対する典型的な周
波数スケールは ωAそれ自身である。これから

τc 	 1/ωA (1.3)

が得られる。τcは他の全ての特性時間よりも非常に短いという事から真空場 V は「熱浴」として

扱う事が可能になり、この原子 Aの時間発展への影響は緩和過程として表す事ができる (文献 [5]
の第 4章およびその参考文献、そして文献 [2]の第 IV章を見よ)。
原子の内部自由度に対しては、最も明確な特性時間は励起状態 eの放射寿命 τRで、これは eの

自然幅 Γ の逆数

τR = 1/Γ (1.4)

で、またこれは自然放出に伴う緩和時間とみなすことができる。よく知られた関係式 Γ � ωAは

τR � τcを意味する。

基底状態のゼーマン副準位の存在はこれ以外の内部緩和時間をもたらすことになり、これは光ポ

ンピングと関係がある [6]。吸収–自然放出の周期は、また蛍光周期とも呼ばれるが、この繰り返し
起こる周期によって原子はゼーマン副準位 gの中の一つ gmから g′mへ移る。レーザー強度 ILが低

い場合には、このような光ポンピング周期が現れる確率 Γ ′を定義する事が可能で、これは ILに比

例する。この確率の逆数

τP = 1/γ′ (1.5)
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は光ポンピング時間 τP と呼ばれ、原子が光ポンピング周期を終えるまでの平均待ち時間と考える

事ができる。レーザー強度 ILが低い場合、

τP � τR (1.6)

となる。このコースの第二部において多準位原子に対するこのような長い内部緩和時間の存在が非

常に効率的な新しい冷却機構をもたらすことを示す。

２準位原子に対しては、レーザー強度が低い場合には蛍光確率 Γ ′と同じ原子の２つの蛍光周期
の間の平均時間 1/Γ ′が定義でき、これは τRよりも非常に長い。しかしこのような蛍光周期は原子

を同じ基底状態に戻し、さらなる内部緩和時間をもたらさない。実際、２準位原子に対しては、内

部自由度の時間発展を表す光ブロッホ方程式に現れる唯一の減衰時間は全て τRと同じオーダーで

ある。

原子の外部 (すなわち並進運動の)自由度に対しては、非常に重要な特性時間は原子の速度の減
衰時間である。第 4章 (4.1節)でこれが

Text = h̄/ER (1.7)

と同じオーダーである事を示す。ここで

ER = h̄2k2
L/2M (1.8)

は原子がレーザー光子を吸収または放出する時の反跳エネルギーである。式 (1.8)においてMは原

子の全質量で、kL = ωL/cである。

ほとんどの許容遷移に対しては、

h̄Γ � ER (1.9)

となる。例としてナトリウムの共鳴線に対しては、h̄Γ = 400ERである。ただ一つの内部時間

Tint = τRがある時、式 (1.4)、(1.7)および (1.9)より

Text � Tint (1.10)

が得られる。この時間スケールの分離は原子の運動の解析を非常に簡単にする。次の章で見るよう

に、断熱的に速い内部変数を取り除く事ができ、外部変数に対する換算運動方程式を導く。

しかし、条件 (1.10)はいつでも満たされているとは限らない事を忘れないでおく必要がある。基
底状態が縮退した原子に対しては、内部時間 τP は強度が低い時には外部時間 (1.7)と同程度また
はそれ以上に長くなり得る。Textよりも短い外部時間も現れ、これは光ポテンシャルの井戸の底に

ある原子の振動周期 TOSCなどがそうである。この様な場合、内部変数を消去する事はもはや不可

能で、理論的な解析はより複雑なものになる。しかし、このコースの最後に示すが、このような状

況もまた非常に興味深く、なぜならこのような場合は一般にレーザー冷却によって達成される限界

温度は非常に低くなるからである。

1.4 コースの概要

このコースの最初の部分において、すなわち第 2章から第 7章までにおいては、話を非縮退した
基底状態を持つ原子の場合に限定する。これは例えば遷移 Jg = 0 ↔ Je = 1の場合にあたる。さら
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に強い定磁場 B を加えると仮定すると、これは二つのゼーマン副準位 |e,m = ±1〉を共鳴から非
常に大きく離す事になり、|e〉 = |e,m = 0〉と |g〉 = |g, m = 0〉を持つ 2準位原子 {|e〉, |g〉}となる。
このため、双極子モーメント演算子 dの唯一のゼロでない行列要素は

〈e|d|g〉 = dεz = 〈g|d|e〉 (1.11)

と書け、dは実数で εzは z軸方向の単位ベクトルである。しかしある文献では B = 0において励
起状態の三つのゼーマン副準位 |e,m = −1, 0,+1〉がそのまま保たれている。
原子の波束はレーザー光波の中において非常に良く局在していると仮定して (半古典限界)、第 2

章において先ず始めに放射圧の演算子の表式を導出する。これは原子の波束の中心の運動を支配す

る。力の演算子の平均値は最初に静止している原子に対して解析し (第 3章)、また動いている原子
に対しても行う (第 4章)。これによって反作用による力、散逸力および摩擦力の表記を紹介する。
放射圧のその平均値近傍の揺らぎは原子の運動量の拡散をもたらし、これは原子を加熱し、レー

ザー冷却の効率の限界を与える。これらの揺らぎはハイゼンベルグ表記およびシュレディンガー表

記の両方において扱う (第 5章)。これらの全ての結果は今ではよく知られており、ここではこれら
の導出の簡単なあらましを示すだけにしておき、読者には既存のより詳しい文献を参照することと

する。一方、物理的なメカニズムに対してより多くの時間を割く。特に、第 6章ではレーザー光の
定在波の節にある原子に密接に関わる問題に関するオリジナルな結果を示す。(光が無い)このよう
な場所で起こる異常に大きな運動量拡散が異なる散乱強度の間の干渉効果で、これはまた新しい種

類の「相関のある再配置」過程の存在を明らかにすることを示す。強い光強度において起こる物理

的なメカニズムはまた第 7章においていわゆるドレスト原子の手法によって解析される。
このコースの第二部 (第 8章から 11章)は基底状態にいくつかのゼーマン副準位がある原子を扱
う。例えば、単純な Jg = 1/2または Jg = 1の原子の遷移を考える。第 8章において先ず弱い強度
の光がゆっくり運動する多準位原子の内部状態のダイナミックスに与える影響に関するいくつかの

基本的な結果を取り上げる。いくつかの効果、例えば光ポンピングや光シフトを簡単に復習する。

それからこれらの効果が数桁ほどレーザー冷却の効率を改善するのに共同的に働くことを示す。二

つの最近の発展を詳しく扱う。最初のそれは大きな偏光勾配を示すレーザー光の配置によるレー

ザー冷却に関するものである (第 9、10章)。最近測定された非常に低い温度 (数マイクロケルビン)
に対する物理的なメカニズムを解析する。偏光勾配冷却の限界に関するいくつかの新しい結果を紹

介する。最後に、第 11章においていわゆる反跳限界以下に原子を冷却する速度選択的コヒーレン
トポピュレーショントラッピングを用いた方法を議論する。
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この章では文献 [8]の内容を示す。

2.1 ハミルトニアン

図 1.1に示す全体の系のハミルトニアン Hは

H = HA +HV + VAL + VAV (2.1)

と表す事ができる。第一項

HA = Hext
A +Hint

A =
P 2

2M
+ h̄ωA|e〉〈e| (2.2)

は原子のハミルトニアンで、重心の運動エネルギーと内部エネルギーの和である (ここでは Eg = 0
とする)。第２項

HV =
∑

j

h̄ωj(a†jaj +
1
2
) (2.3)

は量子放射場のエネルギーで (文献 [4]の第 III章を見よ)、これは最初は真空状態で、これは多くの
モード jの和として表される。ここではレーザー場 Lは複素数の外部場として扱うため、式 (2.1)
には Lに対するハミルトニアン HLは無い。式 (2.1)の第３項

VAL = −d · EL(R, t) (2.4)

は原子の双極子モーメント dと式 (1.2)に与えられているレーザー電場 EL(R, t)の間の結合を重
心の位置Rにおける値である (電気双極子近似)。最後に、式 (2.1)の最終項は原子と真空場の結合

VAV = −d · E(R) (2.5)

を表し、電場演算子 (文献 [4]の第 III章を見よ)のモード展開は

E(r) = i
∑

j

Ejajεjeikj·r + h.c., (2.6)

と与えられ、a†j(と aj)は運動量 h̄kj の光子の生成 (消滅)演算子で、エネルギー h̄ωj = h̄ckj と分

極 εj、Ej は規格化定数で

Ej =
√

h̄ωj

2ε0L3
(2.7)

に等しい (L3は量子化体積である)。
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VAL および VAV において「非共鳴項」を無視するいわゆる回転波近似 (r.w.a.)と呼ばれる方法
がしばしば用いられる。dに対して式 (1.11)から導き出される

d = dεz(|e〉〈g| + |g〉〈e|), (2.8)

を用い、

h̄Ω1(r) = −dE(r)εz · ε(r) (2.9)

で与えられるラビ周波数 Ω1を導入し、VALの非共鳴項 e−iωLt|g〉〈e|(とそのエルミート共役)を無
視すると、

VAL =
h̄Ω1(R)

2

[
e−iΦ(R)e−iωLt|e〉〈g| + h.c.

]
(2.10)

が導出される。同様に VAV の非共鳴項 aj |g〉〈e|(とそのエルミート共役)を無視できる。

2.2 ハイゼンベルグ方程式

原子Aの重心運動を調べるため、Rと P に対するハイゼンベルグ方程式から始める。Rの運動

方程式は

Ṙ =
1
ih̄

[R, H ] =
∂H

∂P
=
P

M
(2.11a)

となり、P /Mは重心の速度である。これより力を表す演算子 F (R) = MR̈ = Ṗ は P に対するハ

イゼンベルグ方程式によって与えられる。

Ṗ = MR̈ =
1
ih̄

[P , H ] = −∂H
∂R

= −∇VAL(R) −∇VAV (R)

=力の演算子F (R)

(2.11b)

∇VAV (R)に現れる量子力学的な電場に対する演算子E(R)は aj(t)に対するハイゼンベルグ方
程式を用いて変換できる。このソース項を含む線形微分方程式一般解は

aj(t) = aj(0)e−iωjt + asource
j (t) (2.12)

と書ける (文献 [9]と [2]の AV を見よ)。ここで、最初の項

avac
j (t) = aj(0)e−ωj t (2.13)

は均一な方程式の一般解で、初期時間 t = 0から tの間に自由に発展する真空場に対応する。そし

て第二項は不均一な方程式の特別な解の一つで、これは時間 t=0と tの間の原子の双極子モーメン
トに由来する「ソースの場」に相当する。式 (2.12)に E(R,t)のモードの展開式 (2.6)を代入する
ことにより、電場の演算子における二つの寄与を分離することができる。

E(R, t) = Evac(R, t) +Esource(R, t) (2.14)

これはそれぞれ、真空の自由場とソースの場に相当する。
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今までの全ての表記においては、最終的な場の演算子 aj(t)は同時刻の全ての原子の演算子と交
換する。なぜなら場と原子の演算子は t = 0で交換し (これらは異なる空間において作用する)、ま
たユニタリーなハミルトニアンの 0から tまで時間発展は交換関係を保存するからである。aj(t)と
原子の演算子の間の全ての可能な順番はこのため等価である。これは avac

j (t)および asource
j (t)に

対してはそれぞれ正しくない。aj(t)と原子の演算子に対して最初に選んだ順番に依存して、これ
に相当する真空場とソースの場との寄与は異なって現れる。一方、その和はもちろん最初の選択に

依存しない (文 [9]および [2]を見よ、補足 AV )。これからは標準的な順番を用いる。これは全ての
消滅演算子 aj(t)が最も右にくるように、また全ての生成演算子 a†jが最も左にくるようにとる。こ

のような順番は一般的に計算が簡単になり、特に量子的な場の真空状態 |0〉における平均値をとる
場合、そうである。非常に良く知られた関係

aj(0)|0〉 = 0, 〈0|a†j(0) = 0, (2.15)

の結果、真空場の真空の平均値への寄与は消えてしまう。しかしこれ以外の順番も有用であること

を心に留めておく必要がある。例えば、完全に対称な順番は物理的な解釈には便利である [10]。
いま、式 (2.14)に式 (2.11b)の第二列目の第二項、−∇VAV (E)を代入する。原子の双極子モー
メント dによるソースの場 Esource(r, t)は双極子がある位置Rにおいて勾配が無くなる事が示さ

れる (この場は r−Rの偶関数である)。このためソースの場の力の演算子への寄与は無くなり、最
終的に

F (R, t) = ∇VAL(R, t)− : ∇V vac
AV (R, t) : (2.16)

となる。ここで V vac
AV は VAV より全体の場を真空場に置き換える事によって得られ、: X :は X の

順番に対して標準的な順番を選ぶ事を意味する。

2.3 半古典限界

今までは、原子の波束に関しては何の仮定もしてこなかった。ここで、文献 [8]および [11]と同
様に、原子の運動の量子力学的な記述が原子の位置および運動量が良く定義されている古典的な記

述にできるだけ近くなるように、この原子の波束は座標空間および運動量空間において非常に良く

局在していると仮定する。

2.3.1 局在条件

t=0において原子の外部状態は

r0 = 〈R(0)〉 (2.17)

を中心とし、幅ΔR(0)を持つ波動関数 ψ(r)によって記述されると仮定する。運動量空間において
は、同じ状態は

p0 = 〈P (0)〉 (2.18)

を中心とした幅ΔP (0)を持つ波動関数によって記述され、この幅は ΔR(0)とハイゼンベルグの不
等式

ΔR(0)ΔP (0) ≥ h̄ (2.19)



8 第 2章 半古典限界における放射圧

の関係を満たしている。この後で (2.3.2節において)、外場が単一の波動関数で記述される単一な
固有状態ではなく、密度行列によって記述される統計的混合状態で与えられるより一般的な場合に

ついて述べる。

原子に与えられるレーザー光の力はレーザーの波長 λL 程度またはそれ以上の距離に渡って変化

する。またこの力はドップラー効果 kLvによって原子の速度 vに依存する。ここで kL = 2π/λLで

ある。レーザー光による励起に対する原子の明らかな応答の変化をもたらす速度変化 δvは kLδvが

励起状態の自然幅 Γ またはそれ以上の程度の大きさである。

もし原子の波束が受ける力が擬古典的であるように、例えばその平均値を中心に非常に小さな揺

らぎを持つようにしたければ、二つの条件を満たす必要がある。最初に、位置の拡がり ΔR(0)は
λLに比べて小さい必要がある。

ΔR(0) � λL または等価的に kLΔR(0) � 1 (2.20)

二番目に、速度広がり Δv(0) = ΔP (0)/Mは、これに対応するドップラー広がりが Γ に比べて無

視できるぐらい十分小さい必要がある。

kLΔP (0)
M

� Γ (2.21)

ここで条件 (2.21)は Γ と波束のドップラー効果の平均 kLp0/Mの間の関係に対しては何も含まれて

いない事を付記しておく。このようなドップラー効果の平均は Γ より大きくなりうる。条件 (2.21)
はドップラー効果の広がりには影響するが、その平均には影響しない。

位置空間および運動量空間における波束の局在化を表す式 (2.20)および (2.21)は、ΔR(0)およ
び ΔP (0)の上限を課し、これらはハイゼンベルグの不等式 (2.19)によって制限を受ける。式 (2.20)
の両辺に式 (2.21)の対応する両辺の値をかけると、両立条件が得られる。

h̄k2
L

M
� Γ (2.22)

ここで再び式 (1.9)で与えられた条件ER � h̄Γ が見出され、これは Text � Tintと等価である (式
(1.10)を見よ)。このため二つの時間スケールが存在することが半古典限界のための必要条件とし
て与えられる事がわかる。

2.3.2 局在はずっと続くか ?

t = 0において条件 (2.20)および (2.21)が課されている。その後、時間 τにおいて位置および運

動量の両方において引き続き良く局在しているとみなすことができるだろうか？

最初に τ � TEXT と仮定すると、時間 t = 0と t = τ の間の原子の運動量変化を無視することが

できる (TEXT が Pの減衰時間であることを思い出してもらいたい)。このため、

P (τ) 	 P (0) (2.23a)

と書け、これから式 (2.11a)を用いて

R(τ ) 	 R(0) +
P (0)
M

τ (2.23b)
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が得られる。これから

ΔP (τ) 	 ΔP (0) (2.24a)

ΔR(τ ) 	 ΔR(0) +
ΔP (0)
M

τ (2.24b)

となる。式 (2.24a)から、運動量の局在化は変化しない。式 (2.24b)は良く知られた波束の空間的
な拡散を表す。時間 t = τ において空間的な局在化が維持されるためには、

kLΔP (0)
M

τ � 1 (2.25)

である必要があり、これは τ があまり長くない必要あることを意味する。もし、τ 	 Tint 	 Γ−1

とすると、式 (2.25)は式 (2.21)と等価であることがすぐに分かる。このため Γ−1またはその数倍

程度の時間の間における原子の波束の空間的な拡散は無視できる。これから時間間隔 τ を

Tint � τ � Text (2.26)

と取ることができる。これは Textより十分短いため、時間 τ の間の原子の運動量の変化を無視す

る事ができ、また Tintより十分長いため、内部自由度に対して平衡状態に達することができる。こ

のため、よく局在化した波束に対する定常的な力という概念を用いることが可能になる。

より長い時間、τ � Textにおいては、原子の運動量が変化しないとみなすことはもはやできな

い。原子と場の間の運動量交換のランダムな性質により、運動量拡散があり、これが ΔP を増加す
る傾向をもたらす。しかし、レーザー周波数を正しく同調すると、ΔP を減少させるレーザー冷却
効果もある。これら二つの過程の結果、ΔP は式 (2.21)を引き続き満足する値になろうとすること
が示される (5.2.4 節を見よ)。このため、原子の運動量が引き続きよく局在化した状況になる。こ
れに対して、原子がトラップのポテンシャル (例えば、強い定在波の節の近傍)に強く束縛されてい
るようないくつかの特別な場合の例外を除いて、全ての時間に渡って式 (2.20)を維持するすること
は不可能であると思われる。空間的な拡散は一般的に λLをはるかに越えて ΔRを増加させる傾向
にある。

しかしこのような解析によってざっと見てきた重要な点が残っている。t = 0においては重心の状
態は波動関数によって表すことができたのにも関わらず、これが長い時間においてはこれがなりた

たなくなる。数回の蛍光放出のサイクルが起こり、分離不可能な量子的相関が様々な自由度の間に

現れ、この結果、重心の換算状態は単一の波動関数によって記述される純粋状態よりもむしろ密度

行列 σext
A によって表される統計的混合状態になる。このような場合、条件 (2.20)による空間的な局

在化の特徴は非常に荒っぽいものになり、より精密な定義を与える必要がある。ここで 〈r′ |σext
A |r′′〉

を重心の位置演算子Rの固有状態を基底にした密度行列の表現 σext
A とする。σext

A の対角項で与え

られる、空間分布の幅 R(r) = 〈r′ |σext
A |r′′〉は上記の幅 ΔRで、これは λL よりはるかに大きく増

加しうる。しかしもう一つ重要な特徴的な長さがあり、これは空間的コヒーレンス長 ξAと呼ばれ、

また σext
A の非対角項 (原子の空間的コヒーレンス)が無くなるまでの典型的な距離と定義される。

〈r
′
|σext

A |r
′′
〉 	 0 もし |r

′
− r

′′
| � ξAの場合 (2.27)

ここで今扱っている問題においては ξAがいつでも λLよりはるかに小さい事を示すことができる。

これは光子の散乱によって原子の空間的なコヒーレンスは失われるという事に起因する [12]。ド・
ブロイ波長 λP を持つ発射粒子をランダムに散乱する標的粒子 T を考える。T の空間的なコヒーレ
ンスはこれらの散乱過程によって λP よりもはるかに小さな値になることを示すことができる [12]。
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ここで標的は原子Aで、発射物は波長 λLのレーザー光子で、散乱過程はランダムに起きる蛍光サ

イクルに対応する。これから

ξA � λL (2.28)

が導き出される。

式 (2.28)の意味するところを理解するために、t = τにおける σext
A を波束の統計的な混合状態と

して表す事を考える。これらのそれぞれの波束は λL よりもはるかに小さい空間的な広がりを持っ

ていなくてはならない。これは、そうでないと式 (2.28)が破れるからである。またこれらの波束の
中心は空間的な広がりの幅である δR程度に広がっており、これは λL よりもはるかに大きい。こ

のような解析から局在化が全ての時間に渡って維持されていると考えることができることが分る。

しかし、この局在化は全体の空間的な分布ではなく、個々の波束を統計的な混合状態として表す場

合において関係している。たとえ時間 t = 0において単一の波束から始めるとしても t = τ におい

ていくつかの波束を考える必要があるのは、蛍光サイクルのランダムさからに因るもので、これは

原子の時間発展に揺らぎをもたらす。実際、σext
A が時間 t = τ において分解されうる様々な波束は

古典的な意味における統計的な混合とみなすことができ、これは時間 t = 0から t = τ までの間に

原子に起こる様々な可能な”履歴”を表している。

2.4 平均力とランジュバン力

t = 0において原子の波束が r0を中心として良く局在化し、

v0 =
p0

M
(2.29)

を中心として十分小さな速度広がりを持っていると仮定する。もし t = 0付近での P の平均値の変
化率、d〈P 〉/dt、そして P の分散の変化率、d(ΔP )2/dtに興味があるとすると、一次の時間平均
の 〈F (R(τ), τ )〉や、二次の時間平均、〈F (R(τ), τ )·F (R(τ ′), τ ′)〉を計算しなくてはならない。こ
こで F は式 (2.16)において定義される力の演算子で、τ および τ ′は 0に近い時間で、言い換えれ
ば Textよりはるかに小さい (しかししばしばこれは Tint = Γ−1の数倍程度の大きさになりうる)。
τ, τ ′ � Textより、式 (2.23b)を用いてR(0)、P (0)、τ、τ ′の関数としてR(τ)とR(τ ′)を再表現す
る事ができる。さらに、波束は位置および運動量空間において良く局在化しているため、一次およ

び二次の時間平均において演算子R(0)と R(0)を複素数の r0 および p0に置き換えることができ

る。このため d〈P 〉/dtと d(ΔP )2/dtの t = 0近傍での計算に対して、F (R(τ), τ )を F (r0+R0τ, τ )
に置き換える事ができる。F (r0+R0τ, τ )は原子の内部変数および場の変数にのみ作用し、一方、
F (R(τ), τ )は外部変数にも作用することを記しておく。
〈P 〉の変化率は F (r0+v0t, t)の平均値に等しく、これは F(r0+v0t, t)と書く。式 (2.16)の右辺

の第二項の平均値は標準的な順番によって消えるため (式 (2.15)を見よ)、平均値に対しては以下の
値を得る。

F(r0 + v0t, t) = −〈∇VAL(r, t)〉|r0+v0t (2.30)

F (r0+v0t, t)の揺らぎの部分、すなわち力のその平均値からの変位、

δF (r, t) = F (r, t) − F(r, t), (2.31)
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は d(ΔP )2/dtの計算において重要な役割を果たす。このように平均値がゼロで揺らいでいる力は
ランジュバン力と呼ばれる。式 (2.16)および (2.30)を用いて、

δF (r, t) = δF las(r, t) + δF vac(r, t), (2.32)

が得られ、ここで

δF las(r, t) = −∇VAL(r, t) − F(r, t) (2.33a)

δF vac(r, t) = − : ∇VAV (r, t) : (2.33b)

はそれぞれレーザーの場および真空場のランジュバン力への寄与を表す。

最後に −∇VAV (r, t)を再記述する。式 (2.10)を用いて、

−∇VAL(r, t) = − h̄
2
|e〉〈g|e−iωLt∇[Ω1(r)e−iΦ(r)] + h.c. (2.34)

が得られる。勾配を計算すると、

∇[Ω1(r)e−iΦ(r)] = Ω1(r)e−Φ(r)[α(r) − iβ(r)], (2.35)

が得られ、ここで

α(r) =
∇Ω1(r)
Ω1(r)

(2.36a)

β(r) = ∇Φ(r) (2.36b)

はそれぞれラビ周波数および位相の空間的な変化を表す。式 (2.34)に式 (2.35)および (2.36)を代
入し、式 (2.30)と、原子の内部状態の密度演算子である σによって、|e〉〈g|の平均値が σge(t)であ
る事を用いて、最終的に平均値に対して次の式を得る。

F(r, t) = Re
{
σge(t)h̄Ω1(r)e−i[ωLt+Φ(r)][α(r) − iβ(r)]

}
= −h̄Ω1(r)[u(t)α(r) + v(t)β(r)],

(2.37)

ここで

u(t) = Re σge(t)e−i[ωLt+Φ(r)], (2.38a)

v(t) = Im σge(t)e−i[ωLt+Φ(r)]. (2.38b)

これら全ての式において rは r0+v0tを意味する。

2.5 光ブロッホ方程式 (OBE)

力の演算子 (2.34)は原子の内部状態の演算子 |e〉〈g|に依存し、平均力 (2.37)は |e〉〈g|、すなわち
原子の内部状態の密度行列 σの非対角項 σgeの平均値に依存する。ここで簡単にどのようにして σ

の運動方程式を導出することができるかを説明する。これは光ブロッホ方程式と呼ばれる (より詳
しくは、文献 [9]および [2] 補遺 AV を見よ)。
四つの演算子の運動方程式から始める。

Πab = |a〉〈b| (2.39)
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ここで a, b = eまたは gで、この式は

ih̄Π̇ab = �Πab, H
 = �Πab, H
int
A + VAL + VAV 
 (2.40)

書ける。なぜなら Πabは Hext
A =P 2/2M と交換するからである。先の 2.2節より、VAV のモード

展開 (式 (2.5)および (2.6)を見よ)の中に現れる場の演算子 aj(t)を aj(t)に対するハイゼンベルグ
方程式の解 (2.12)に置き換える。これから式 (2.40)において標準の順番が取られるなら、ソースの
場 asource

j (t)の Πabの変化率への寄与は減衰項を減じさせる事が示され、これは自然放出率 Γ に

比例する。一方、自由場の寄与は平均値がゼロのランジュバン力として現れる。Πabの運動方程式

の構造はこのため以下のようになる。

Π̇ba = − i

h̄
[Πab, H

int
A + VAL]

+減衰項+ランジュバン力
(2.41)

式 (2.41)の平均値をとり、ランジュバン力が平均値がゼロであることを用いると、

σ̇ba = − i

h̄
〈b|[H int

A + VAL, σ]|a〉 +
(
d

dt
σba

)
sp

, (2.42)

となり、ここで (自然放出による)減衰項は次のような形となる。(
d

dt
σee

)
sp

= −Γσee, (2.43a)(
d

dt
σgg

)
sp

= +Γσee, (2.43b)(
d

dt
σeg

)
sp

= −Γ
2 σee, (2.43c)(

d

dt
σge

)
sp

= −Γ
2 σge. (2.43d)

式 (2.43a)と (2.43b)は自然放出によって原子が e状態から移り、またこれが Γ の確率で移行す

る事を記述している。式 (2.43c)と (2.43d)は光のコヒーレンスが Γ/2の確率で緩和することを表
している。(厳密に言うと、これには光のコヒーレンスの時間発展周波数の放射シフトを表す項も
あるが、このシフトは原子の遷移周波数 ωAに含まれているとみなされる。)
式 (2.42)および (2.43)より、

d

dt
(σee + σgg) = 0, (2.44)

は明らかである。なぜなら交換子のトレースはゼロであるからである。これから σee + σggが一定

で、1に等しく、四つの行列要素 σabが独立では無い事が導かれる。ここでいわゆる三つの独立な

成分 u,v,wを持つブロッホベクトルを導入する。ここで uと vは式 (2.38a)および (2.38b)により、
また

w(t) =
1
2
[σee(t) − σgg(t)]. (2.45)

と与えられる。ここで u(t)および v(t)は σge(t)および σeg(t)だけではなく、Φ(r) = Φ(r0+v0t)を
通して tに依存することが挙げられる。



2.5. 光ブロッホ方程式 (OBE) 13

式 (2.38)、(2.45)、(2.42)および (2.43)より、式 (2.2)と (2.10)を用いて行列の形でに示す u、v、

wの運動方程式が得られる。⎛
⎜⎝u̇v̇
ẇ

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝ −Γ/2 δ + Φ̇ 0
−(δ + Φ̇) −Γ/2 −Ω1

0 Ω1 −Γ

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝uv
w

⎞
⎟⎠+

⎛
⎜⎝ 0

0
−Γ/2

⎞
⎟⎠ . (2.46)

この式において、

Φ̇ = v0 · ∇Φ = v0 · β (2.47)

と Ω1と Φは r=r0+v0tにおける値である。

式 (2.46)は NMRにおける通常のブロッホ方程式に似ている。ブロッホベクトルの成分 u,v,wは、
一つは z 軸方向で −(δ + Φ̇)に比例し、もう一つは x軸方向で Ω1に比例する二つの定常的な場に

ある擬スピン (1/2)の成分、Sx、Sy、Sz とみなすことができる。
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ここでは第 2 章の一般的な結果を原子が最初に静止している特別な場合に適用する。原子は座標
原点、

r0 = 0, (3.1a)

v0 = 0 (3.1b)

に静止している。時間の原点は r=0におけるレーザー光の場の位相 Φ(0)がゼロになるようにいつ
でもとることができる。原子がある位置でのレーザー電場 (1.2)はこれから

EL(0, t) = ε(0)E(0) cosωLt = E0 cosωLt (3.2)

と書け表され、ここで E0 =ε(0)E(0)である。これからはより簡単な表記を用いる。

Ω1(0) = Ω1, (3.3a)

α(0) =
∇Ω1

Ω1

∣∣∣∣
r=0

= α, (3.3b)

β(0) =
∇Ω1

Ω1

∣∣∣∣
r=0

= β. (3.3c)

最後に式 (3.1b)の結果として

Φ̇ = v0 · ∇Φ|r=0 = 0. (3.4)

となることを記しておく。

3.1 光ブロッホ方程式の定常解

式 (3.4)を用いて、またラビ周波数 (3.3a)が時間に依存しないという事から (なぜなら原子は r=0
に静止している)、式 (2.46)で与えられる最初の光ブロッホ方程式はここでは時間に依存しない係
数を持つ一組の結合した線形微分方程式となることが分る。このためこれらは定常解が許され、こ

れは容易に

ust =
δ

Ω1

s

1 + s
, (3.5a)

vst =
Γ

2Ω1

s

1 + s
, (3.5b)

wst = − 1
2(1 + s)

(3.5c)
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となる (文献 [2]の第 5章を見よ)。ここで

s =
Ω2

1/2
δ2 + (Γ 2/4)

(3.6)

は飽和パラメータと呼ばれる。

これ以降の議論において上準位の分布数の定常値σst
eeもまた必要となるが、これは式 (2.45)、(3.5c)

と σst
ee + σst

gg = 1という関係より導かれる。

σst
ee =

1
2

+wst =
1
2

s

1 + s
(3.7)

式 (3.7)において飽和パラメータが大きい場合には (s� 1)σst
eeは 1/2に近づく事が明らかに示され

ている。

3.2 反動的な応答と散逸的な応答

式 (2.37)は平均的な力 F が uと vにそれぞれ比例する二つの寄与の和である事を示している。

定常状態においてこれらの二つの寄与を物理的に解釈するため、最初にこの節において ustと vst

がそれぞれ原子のレーザー光による励起に対する反動的応答および散逸的応答を表している事を

示す。

式 (2.8)で与えられている双極子モーメント演算子 dの定常状態の平均値をとる。これは式 (2.39)
を用いて

〈d〉st = dεz〈Πeg +Πge〉st

= dεz(σst
ge + σst

eg) = 2dεzReσst
ge

(3.8)

と与えられる。一方、uと vの定義 (2.38)と Φ(0)=0から

ust + ivst = σst
gee

−iωLte−iΦ(0) = σst
gee

−iωLt, (3.9)

が導かれ、このため

Re σst
ge = Re {[ust + ivst]e+iωLt}

= ust cosωLt− vst sinΩLt.
(3.10)

となる。式 (3.8)および (3.10)より以下の式が得られる。

〈d〉st = 2dεz[ust cosωLt− vst sinΩLt]. (3.11)

原子の位置におけるレーザー光の電場の式 (3.2)と式 (3.11)を比較することにより、ustおよび vst

が平均双極子モーメントのレーザー光に対して同位相および直交位相成分にそれぞれ比例するとい

う結論が得られる。このためこれらは原子のレーザー光の励起に対する反動的な応答および散逸的

な応答を表す。

先の結果から、定常状態においては単位時間あたりに原子が吸収する平均エネルギー、そして単

位時間あたりの平均吸収光子数 〈dN/dt〉stが散逸的な応答 vstに関係している事が示唆される。

レーザー光電場 (3.2)が原子の電子の電荷 qに行われる仕事 dW は

dW = q cosωLtE0 · dr (3.12)
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で、ここで dr は時間 dt 内の電荷の変位である。ḋ = qṙを用いて、定常状態において単位時間あ

たりに原子が吸収する平均エネルギーは〈
dW

dt

〉
st

= cosωLtE0 · 〈ḋ〉st (3.13)

と与えられる。もしここで式 (3.11)の 〈d〉stを用いると、〈
dW

dt

〉
st

= −2dεz · E0ωL[vst cos2 ωLt+ ust sinωLt cosωLt] (3.14)

が得られる。光の一周期の間で平均をとると、〈
dW

dt

〉
st

= h̄Ω1ωLvst (3.15)

が得られ、ここでラビ周波数の定義 h̄Ω1 = −dε·E0 を用いている。吸収光子は各々h̄ωL のエネル

ギーを与えるので、定常状態における単位時間あたりに平均吸収光子数は〈
dN

dt

〉
st

=
1

h̄ωL

〈
dW

dt

〉
st

= Ω1vst (3.16)

と与えられ、またはこれと等価に 〈
dN

dt

〉
st

= Γσst
ee (3.17)

と与えられる。これは式 (3.5b)および (3.7)から

Ω1vst = Γσst
ee (3.18)

が得られるからである。式 (3.16)は明確な物理的な意味を持っている。これは定常状態において単
位時間あたりに吸収される平均光子数 (左辺)が単位時間あたりに自然放出する平均光子数 (右辺)
に等しい事を表している。

3.3 散逸力 - 放射圧

散逸力を定常状態における力の平均 (2.37)の vstに比例する成分とみなす。

Fdissip = −h̄Ω1vspβ (3.19)

Fdissipの物理的意味はレーザー光が波数 kLの平面波

EL(r, t) = E0 cos(ωLt− kL · r)β (3.20)

である場合、特に明らかである。式 (3.20)から場の位相

Φ(r) = −kL · r (3.21)

が導かれ、このため

β = ∇Φ|r=0 = −kL (3.22)



3.4. 反動力 - 双極子力 17

となる。この場合、式 (3.22)を (3.19)に代入すると、式 (3.15)を用いて、

Fdissip = −h̄Ω1kLvsp = h̄kL

〈
dN

dt

〉
st

(3.23)

が与えられる。式 (3.23)の解釈は簡単である。時間間隔 dtの間、原子は dN 個の光子を吸収し、

dP= dNh̄kLの運動量を得る。これは定常状態の平均的な力に相当する。〈
P

dt

〉
st

= h̄kL

〈
dN

dt

〉
st

(3.24)

先の議論において、自然放出光に関連する運動量を考慮してこなかった。その理由は、自然放出は

二つの反対方向には等しい確率で起こるため再放出過程による運動量の損失は平均ではゼロになる

からである。散逸力はまた放射圧、または散乱力とも呼ばれ、これは吸収-自然放出サイクルに由
来する。

vstに対して式 (3.5b)を用い、また飽和パラメータ sの定義 (3.6)を用いると、式 (3.23)を等価
的に

Fdissip = h̄kL
Γ

2
Ω2

1/2
δ2 + (Γ 2/4) + (Ω2

1/2)
(3.25)

と書くことができ、これは Fdissip の各種のパラメータ依存性がより明確に表されている。離調

δ = ωL −ωAの関数としてこれをプロットすると、Fdissipは δ = 0を中心としたローレンツ型吸収
曲線の様に変化し、これは散逸過程として期待されるものである。ここで Ω2

1に比例するレーザー

光強度 IL に対する Fdissip の変化を考えることとする。強度が弱い場合 (より正確には s � 1)、
Fdissipは ILに比例する事が分る。強度が強い場合 (より正確には s� 1)、Fdissipは h̄kLΓ/2で
与えられる最大値をとるようになり、これは最大加速度

amax =
h̄kL

M

Γ

2
(3.26)

に対応する。大きさのオーダーを評価してみる事は興味深い。式 (3.26)において h̄kL/Mは単一光

子の吸収または放出に関係する反跳速度 vrecである。このような速度は通常非常に小さく、例え

ばナトリウムに対しては 3cm/s、セシウムに対しては 3mm/sのオーダーである。しかし一秒あた
りの蛍光サイクル数は (s� 1の場合)Γ/2に等しい大きさに達し、これは非常に大きく、なぜなら
Γ−1は数 10−9秒のオーダーであるからである。例えばナトリウムに対しては、Γ−1 = 16× 10−9s
で、このため amaxは 106m/s2 のオーダーで、これは言い換えれば 105gのオーダーで、gは重力

加速度である。このことから共鳴放射圧によって 1メートル程度の短い距離で原子線を止める事が
可能になることが説明できる (W. D. Phillipsの講義を見よ)。

3.4 反動力 - 双極子力

Freactを平均力 (2.37)の定常状態において vstに比例する成分とみなす。

Freact = −h̄Ω1uspα (3.27)

平面レーザー光、εE cos(ωLt−kL·r)、においては、振幅 E とレーザー光の偏光 εは rと独立で

ある。このため、∇Ω1と、これに従い αが消える (Ω1 の定義 (2.9)と αの定義 (2.36a)を見よ)。
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図 3.1: 直交する二つの場E1とE2の線形結合によるレーザー電場の複素平面上における表示。ベ

クトル u、u1と u2はそれぞれ E、E1と E2の同相成分の双極子を表す。

これから平面波においては Freact =0となる。反動力はレーザー光がいくつかの平面波の重ね合わ
せの時にのみ現れる。一方、Freactはその過程の全体として原子が (光を)吸収する場合は含まれな
い。なぜならこれは原子の反動的な応答に関連するものであるからである。これらの二つの性質は

Freactがレーザー光を形成するいくつかの平面波の間の光子の再分配に関係する事を示唆する。吸

収過程によって一つの平面波から光子を取り去り、誘導放出過程によって他の平面波に移される。

このような再分配の間、レーザー場のエネルギーは変化しない。なぜなら全ての平面波は同じ周波

数 ωLであるからである。原子によるトータルのエネルギーの吸収は無い。しかし、各種の平面波

中の光子の運動量は同じではないので、このような再分配は場の全運動量を変化させ、この結果、

原子の運動量も変化させる。

このような議論をより明確にするため、ここでレーザー光が波数 k1と k2の二つの平面波からな

る簡単な場合を考える (文献 [2]の第 5章、C.2.d節を見よ)。図 3.1は複素平面において位置 rで

の二つの場の複素振幅E1とE2を表している。ここで二つのベクトル E1、E2は直交していると

仮定する。全電場Eに対する原子の反動的な応答 uのみを考えることにする。これは Eと同じ位

相を持っている (または逆位相を持っており、これは離調に依存する)。ここで u1 および u2を u

のE1および E2への射影とする。E1と同位相の uの成分 u1はレーザー光 1のエネルギーを吸収
しない。それに対して u2は E1に対して π/2だけ位相が進んでおり、一方u1は E2に対して π/2
だけ遅れている。これによって u2と相互作用することによってE1がエネルギーを得るとすると、

E2は u1と相互作用することによってエネルギーを失う。さらに、|E1||u2| = |E2||u1|なので、一
方の光から得るエネルギーはもう一方から失われるエネルギーにちょうど等しくなる。このように

して一方では二つの光の間に再分配が存在し、また一方では原子がある位置における二つの光の相

対位相に依存して (レーザー光 1 → 2または 2 → 1)という意味のこのような再分配のコヒーレン
トな性質が分る。最後に uが Eと同位相かまたは逆位相かによって再分配の意味は異なる事を記

しておく。このことによって反動力が離調の奇関数であることが説明できる。

ustに対して式 (3.5a)を用い、また sの定義 (3.6)を用いると、Freactに対して次のような式が

得られる。

Freact = − h̄δ
4

∇Ω2
1

δ2 + (Γ 2/4) + (Ω2
1/2)

(3.28)

反動力は δ = ωL − ωAに対してローレンツ型分散曲線の様に変化し、これは反動的過程に対して

期待されるものである。δ < 0(ωL < ωA)に対しては、反動力は原子を光強度が強い方に押しやる。
これは反動力が ∇Ω2

1 と同じ符号を持っているからである。δ > 0(ωL > ωA)に対しては反対の結果
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となる。(Ω1 � Γ である)Ω2
1 の各値に対して Freactを最適化する δの値は Ω1と同程度で、これ

に対応する Freactの最大値は

(Freact)max 	 h̄∇Ω2
1

Ω1
	 h̄∇Ω1 (3.29)

と同程度である。レーザー強度 ILが増加すると有限の大きさに留まるFdissipとは反対に、Freact

は ILに対して無限に増加する。式 (3.29)より、Freactは h̄kLΩ1と同程度の大きさに達すること

が示され、これは ∇Ω1が例えば定在波中では kLΩ1と同程度になりうることによる。このような

結果は Ω1の率で運動量 h̄kLの交換が起こっている事に相当し、これは吸収–誘導放出のサイクル
を含む再分配過程から期待されるものである。これは Fdissipに対する相当する結果と比較する必

要があり、この場合、これは h̄kLかける自然放出確率 Γ と同程度の大きさの最大値に達する。

最後に反動力 (3.28)はポテンシャル U から導かれる事を記しておく。これは

Freact = −∇U (3.30)

と書き表せるからで、ここで

U(r) =
h̄δ

2
ln
[
1 +

Ω2
1(r)/2

δ2 + (Γ 2/4)

]
(3.31)

である。δ < 0(ωL < ωA)に対しては最大強度の領域は原子に対して引力のポテンシャル井戸とな
る。与えられた Ω1に対して、このようなポテンシャル井戸の最大深さは飽和パラメータ s 	 4に
対して起こり、これは |Umax| 	 0.3|h̄Ωmax

1 |に相当する。
次の章では反動力の他の物理的な描像を示す。これはまた双極子力とも呼ばれる。第 6章で弱い

光強度における再分配過程を解釈する。

強い強度の極限は第 7章において考え、双極子力をこの極限においてドレスド状態のエネルギー
の勾配によって解釈する。
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第4章 動く原子 　摩擦力

ここでは速度 v0で動いている原子を考える。このため、その座標 rは、もし t = 0において r=0

とおくと、

r = v0t (4.1)

と与えられる。

4.1 単純な平面レーザー光の場合

レーザー光は波数ベクトル kLを持つ平面波と仮定する (式 (3.20)を見よ)。レーザー光電場の振
幅および偏光は rに依存しないため、ラビ周波数は位置に依存しないし、よって時間に依存しない。

Ω1(r = v0t) = Ω1 =定数 (4.2)

それに対して、位相 Φは rに比例的に変化する

Φ(r) = −kL · r (4.3)

このため、

Φ̇ =
dr

dt
· ∇Φ = v0 · ∇Φ = −kL · v0 (4.4)

となる。

Ω1と Φ̇が時間に依存しないため、光ブロッホ方程式は引き続き時間に依存しない係数で表され

る微分方程式の線形結合の組みである。このためこれらは 3.1節で得られた解から次のような置換
をすることにより定常状態の解を持つ。

δ → δ + Φ̇ = δ − kL · v0 (4.5)

または、δ = ωL − ωAなのでこれと等価的に、

ωL → ωL − kL · v0 (4.6)

この結果は速度 v0で動いている原子はレーザーの周波数をドップラーシフト kL·v0分だけシフト

して見ているという事を意味する。

図 4.1aは x-軸に対して負の方向に進む平面レーザー光中で速度 v0で動いている原子を表してい

る。このため波数ベクトルは kL = kLεx と書ける。もし v0 =εx·v0が v0の x-軸への射影である
と、−kL·v0 = kLv0となる。図 4.1bは原子が感じる平均的な力の x-軸方向成分を kLv0に対して

プロットしたものである (式 (3.25)の δを δ + kLv0に単に置き換えた)。ここで δが負だと仮定す
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図 4.1: (a) 速度 v0で波数ベクトル kLのレーザー平面波中を動いている原子。(b) kLv0に対する

原子が感じる平均的な力。

る。力は負になり δ = −kLv0の時、すなわち原子が感じるレーザー周波数 ωL + kLv0が原子の周

波数 ωAに一致する時に最大値に達する。v0 = 0近傍では

Fx(v0) = Fx(v0 = 0) − αv0 + · · · , (4.7)

と書くことができ、ここで v0の一次の項は摩擦力を表す。なぜならこれは v0に反比例するからで

ある。係数 αは摩擦係数と呼ばれる。

式 (3.25)の δを δ − kLに置き換え、Fx(v0)に対して得られた結果を kLv0/Γ のべきに展開する

ことにより、αに対して次のような表しかたが得られる。

α = −h̄k2
L

s

(1 + s)2
δΓ

δ2 + (Γ 2/4)
(4.8)

ここで sは式 (3.6)で定義された飽和パラメータである。式 (4.8)から明らかに δ < 0に対して α

は正である。sを固定すると、式 (4.8)を最適化する δの値は −Γ/2である。δがこの値をとるとす
ると、sの最適値は s = 1であることが見出され、これは Ω1 = Γ に対応する。δと Ω1がこれらの

値をとるとすると、αの最大値として

αmax =
h̄k2

L

4
(4.9)

式 (4.7)に戻って、Fx(v0 = 0)が定常的な外力によって補われるとすると、原子の波束の重心の
運動方程式は

M
dv0
dt

= F = −αv0 (4.10)

となり、これは原子の速度が

γ =
α

M
=
h̄k2

L

4M
=
ER

2h̄
(4.11)

の割合で減少することを意味する。ここで ERは式 (1.8)において定義されている反跳エネルギー
である。このため 1.3節で述べた、原子の速度などの外部変数が Text = γ−1 	 h̄/ER程度 (ふつう
1μsから 100μsまでの範囲)の特性減衰時間を持っているという結論が得られる。
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4.2 レーザー定在波

ここでレーザー光は x軸に沿って z軸方向に直線偏光した定在波であると仮定する。このため式
(1.2)は

EL(r, t) = εzE0 cosωLt (4.12)

となる。ここで振幅 E0(x)は

E0(x) = 2E0 cos kLx (4.13)

と与えられる。式 (4.13)を (4.12)に代入すると、

EL(r, t) = εzE0[cos(ωLt− kLx) + cos(ωLt+ kLx)] (4.14)

が得られる。これはレーザー光が対向する二つの平面波の重ね合わせとみなすことができる事を示

している。しかし定在波が及ぼす力が二つの対向する光の放射圧の単純な足し合わせではない事を

強調しておく必要がある。それは二つの光には干渉効果があり、これが重要な役割を果たす。

定在波においてはどこでも光の場の位相は同じであるため、β= ∇Φ =0となる。一方、ラビ周
波数は位置に依存し、

Ω1(x) = −E0(x)
h̄

= 2Ω1 coskLx (4.15)

と書け、ここで

Ω1 = −dE0

h̄
(4.16)

は定在波を構成する二つの対向する平面波に対するラビ周波数である。これから

α =
∇Ω1(x)
Ω1(x)

=
∇E1(x)
E1(x)

= kL tan kLxεx (4.17)

がゼロではないことが導かれる。式 (2.37)から原子が感じる平均的な力はブロッホベクトルの u成

分にのみ依存する。

uを得るには光ブロッホ方程式 (2.46)を解く必要がある。もし原子が速度 v0で x軸方向に動いて

いるとすると、xは v0tに置き換えられる。これから式 (4.15)より Ω1(x)が tに関して周波数 kLv0

の正弦波関数になる事が分かる。一方、Φは xに依存しないため、Φ̇はゼロになる。この結果、定

在波中に動いている原子に対しては光ブロッホ方程式は正弦波的に時間に依存する係数を持つ微分

方程式の線形結合の組みになる。平面進行波に対して起こる事とは反対に、一般的にこれらの方程

式を解析的に解く事は不可能で、いくつか近似をしなくてはならない。

4.2.1 低い速度の極限 (kL � Γ )

ここでは光ブロッホ方程式の分解の方法を示す。これは最初に文献 [8]で導入されたもので、kv0/Γ
のべきで展開する解を探すものである。ゼロ次の項は「断熱的」な解を表し、これは原子が x軸に

沿って非常にゆっくり動いており、その内部状態が xを通り過ぎるときに xにおいて静止している

場合と同じ場合に相当する。一次の項は断熱近似の最初の補正を与える。これは v0に比例し、よ
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り正確には非断熱的パラメータである kv0/Γ に比例し、原子が内部応答時間 Γ−1の間に進む距離

v0Γ
−1とレーザー光の場の空間的な変化を特徴づけるレーザー波長 k−1との間の比に等しい。力

の展開 (2.37)に代入すると、この一次の補正は v0に比例する力が生じ、これはまさしく摩擦力で

ある。

光ブロッホ方程式の解において vに比例する項を見出すため、最初に式 (2.46)を小さな行列の形

(Ẋ) =
(
∂

∂t
+ v0

∂

∂x

)
(X) = (B)(X) − (Xs) (4.18)

に書く。ここで列ベクトル X(ブロッホベクトル)をXs(ソース項)と正方行列 B(ブロッホ行列)は

(X) =

⎛
⎜⎝uv
w

⎞
⎟⎠ , (Xs) =

⎛
⎜⎝ 0

0
Γ/2

⎞
⎟⎠ , (B) =

⎛
⎜⎝−Γ/2 δ 0

−δ −Γ/2 −Ω1(x)
0 Ω1(x) −Γ

⎞
⎟⎠ (4.19)

と与えられる。式 (4.18)において”流体力学の微分”d/dt = (∂/∂t) + v0(∂/∂x)を用いた。Γ−1 程

度の過渡的な時間領域の後では ∂X/∂tの寄与は無くなり、

v0
∂

∂x
(X) = (B)(X) − (Xs) (4.20)

となる。ここで Xの kv0/Γ によるベき展開

(X) = (X(0)) + (X(1)) + ... (4.21)

を式 (4.20)に代入する。kv0/Γ のゼロ次をとると、左辺は消えて、

0 = (B)(X0) − (Xs), (4.22a)

または等価的に

(X(0)) = (B)−1(Xs), (4.22b)

が得られ、これはまさに xに静止している原子に対する定常状態のブロッホベクトルである。kv0/Γ

の一次をとると、

v0
∂

∂x
(X(0)) = (B)(X(1)) (4.23)

となり、これは式 (4.22b)を用いることにより、次のように変換できる。

(X(1)) = (B)−1v0
∂

∂x
(X(0)) = (B)−1v0

∂

∂x
(B)−1(Xs) (4.24)

最後に、Xの最初の成分の展開式 u = u(0) + u(1) + ...を力の式 (2.37)に代入する。このような計
算結果として得られる摩擦力の式はここでは出さない。これは文献 [8]に出ている。ここではこの
ような摩擦力のいくつかの重要な性質を指摘する。

最初に強度が弱い極限 (s0 � 1)を考える。ここで s0は定在波を構成する二つの対向するそれぞ

れの光に対する飽和パラメータである。この極限において一波長に渡る平均をとった摩擦力は二つ

の対向する平面波によってもたらされる二つの摩擦力の和に一致する事が分る。このため強度が弱
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図 4.2: ドップラー冷却の原理。ドップラー効果により、定在波を形成する対向する二つの光から
受ける放射圧は釣り合いを失い (点線)、その結果、全体的には原子の速度とは反対方向の力となる
(実線)。

いときには動いている原子に対する二つの対向する光の間の干渉効果は一波長に渡って平均をとる

と消える。kL|v0| � γおよび s0 � 1に対して、F = −αv0が得られ、ここで

α = −h̄k2
LΩ

2
1

δΓ

[δ2 + (Γ 2/4)]2
(4.25)

である。

この重要な結果は、これは任意の速度において有効であるが、これは 6.5節においては散乱振幅
を用いた異なった観点から導出される。これは実際にドップラー冷却に対して通常与えられる物理

的描像に対する正当性を与えるものである [13]。ここで原子の共鳴周波数に対して低周波数側にわ
ずかに離調した、+kLと −kLの二つの対向する光によって作られる弱い定在波に沿って速度 v0で

運動している原子を考えてみる (図 4.2)。ドップラー効果によって、原子の運動と反対方向に進む
光とは共鳴が近くなり、もう一方の光に対しては遠くなる。このため二つの光がもたらす二つの力

は平衡がくずれ、全体としては v0に対して反対方向の力となる。

強度が強い場合 (s0 � 1)、弱い場合に起こるのとは反対に、一波長分で積分した摩擦力 F(x, u)
は低周波数側の離調 (ωL < ωA)に対しては”反減衰”になり、高周波側の離調 (ωL > ωA)に対して
は摩擦力になる。このようなおどろくべき結果の物理的な解釈は後でドレスド原子の方法を用いて

与えられる (第 7章、7.4節を見よ)。

4.2.2 任意の速度 　連続的な摩擦力を得る方法

kvが Γ と同程度、もしくはこれを越えると、ブロッホベクトルを kv0/Γ による展開 (4.21)を用
いることはもはや不可能になる。この節ではこの問題に対してこれとは別の方法を示し、これは文

献 [14]において最初に紹介された。これはブロッホベクトルの成分が時間の周期関数になっている
事を用いており、これは Ω1(x) = Ω1(v0t)が時間に関して正弦波依存性になっている事に因る (式
(4.15)を見よ)。
u、v、wは時間の周期関数であるので、これらをフーリエ展開することができる。これらの展

開式を光ブロッホ方程式 (4.18)に代入することにより、各フーリエ展開係数 u、v、wの間の再帰

的関係式が導かれる。これらの式は先に連続的な摩擦によって解くことができたことが分る。これ
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図 4.3: 大きな強度の定在波中で動いている原子が感じる平均的な力の静的な部分の kLv0に対する

変化。

はコンピューター計算にとっては非常に好都合である。ここではこのような計算の詳細は示さない

が、これは文献 [14]に見出されている。このようにして得られたいくつかの重要な結果、およびそ
の物理的意味を述べておく。

図 4.3に一波長に渡って平均した力の静的な部分F= −h̄Ω1(x)u(x, u)αの kLv0に対する変化を

表す。負の離調 (δ < 0)を仮定しており、さらに光強度は十分強く、v0 = 0での傾きは正である事
を仮定している。これは δ < 0の時に摩擦力がある光強度が弱い場合とは反対である (先の 4.2.1
節の最後の部分を見よ)。より大きな kLv0に対しては力の符号が変化しており、また kLv0の値が

kLv0 = −δ/3,−δ/5...に相当するあたりで共鳴があるのが図 4.3に見て取れる。
図 4.3に現れる共鳴は共鳴多光子過程によって簡単に解釈できる。例えば、図 4.4はこのような

多光子過程を表しており、これは kLv0 = −δ/3の共鳴に相当する。原子と同じ速度で運動する系
においては定在波を形成する二つの対向する光の周波数はそれぞれ ωL + kLv0 および ωL − kLv0

にドップラーシフトしている (図 4.4a)。原子は、ωL + kLv0の光子の吸収、ωL − kLv0の光子の誘

導放出、そして第二の ωL + kLv0の光子の吸収をする過程を含む 3光子過程によって gから eへの

共鳴遷移を可能にする (図 4.4bの直線の矢印)。このような過程は

2(ωL + kLv0) − (ωL − kLv0) = ωA (4.26)

すなわち

ωL − ωA = −3kLv0 (4.27)

の場合に共鳴する。共鳴の幅は上準位の自然幅 Γ によって決まる。e状態に一度上がると、原子は

g状態に自然放出過程によって戻る (図 4.4bの波線の矢印)。n+1光子吸収、n個の誘導放出と 1個
の自然放出を含む同様の図によって kLv0 = −δ/(2n+ 1)における共鳴が説明できる。ドップラー
シフトした周波数の光を含むこのような共鳴多光子過程は”ドップラロン”と呼ばれる [15]。



26 第 4章 動く原子 　摩擦力

図 4.4: (a) 実験室系と原子が静止する系における定在波を形成する二つの対向する光の周波数。(b)
共鳴 kLv0 = −δ/3に関与する共鳴多光子過程。

図 4.5: (a) 原子の Jg = 0 ↔ Je = 1遷移に対するゼーマン副準位。(b)それぞれ右回り円偏光 (σ+)
および左回り円偏光 (σ−)をもつ二つの対向する光によるレーザー光の配置。

4.3 Jg = 0 → Je = 1 遷移に対するσ+–σ−配置

図 4.4bは再分配過程が図 4.3に現れる共鳴において重要な役割を果たしている事を明確に示し
ている。これは一方の光から光子を吸収すると、その後に反対方向に光子を誘導放出するからであ

る。実際、定在波中の原子が受ける力の理論的な記述における全ての困難はこれらの再分配により

生じ、これには二つの光の干渉効果が含まれる。第 6章で再びこれらの問題に立ち戻ることとする。
ここではこれとは別のレーザー光の配置および別の原子遷移を紹介する。これは再分配が無く、こ

の結果速度依存する力に対してより簡単な結果を導く [7]。ここで Jg = 0 → Je = 1 遷移を持つ原
子を考え、これは基底状態において単一のゼーマン副準位 g0を持ち、励起状態において e−1、e0、

e+1の三つのゼーマン副準位を持つ (図 4.5a)。この原子はそれぞれ右回り (σ+)および左回り (σ−)
偏光を持つ二つの対向する光と同じ軸に沿って速度 vで動いている (図 4.5b)。角運動量保存則よ
り、σ+ 光は g0 → e+1 遷移のみを励起し、σ− 光は g0 → e−1 遷移のみを励起する。この結果、原

子が σ+光を吸収して g0から e+へ移るとすると、もう一方の σ− 光を誘導放出して g0に戻ること

はできない。言い換えれば、角運動量保存則によって二つの対向する光の間の光子の再分配が妨げ

られる。この場合の速度依存力の計算が 2準位原子の場合よりはるかに簡単になるのはこれによっ
て説明できる。文献 [7]に示されている様に、力は厳密に計算できる。離調が負の場合 (ωL < ωA)、
どんな光強度においても摩擦力が残る。ドップラロン多光子過程に相当する共鳴は力の速度依存性

の曲線には現れない。
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先の第 3章および第 4章においては力の平均値F を調べてきたが、これに続いてここでは式 (2.32)
および (2.33)によって与えられるこの力の揺らぎの部分 δF を考える。この力の揺らぎは原子の運
動に雑音をもたらし、原子の運動量の拡散を引き起こし、これがレーザー冷却や捕捉の効率を制限

する。この章ではどのようにしたらこのような揺らぎを理論的に扱う事ができるか説明し、その結

果の物理的な意味を議論する。

レーザー光中の原子の運動はブラウン運動と非常に良く似ているため、最初に (5.1節)古典的な
ブラウン運動に関するいくつかの基本的な結果を思い出すのが有用であると考えた。それから文献

[8]で示されているものに従って、放射圧の揺らぎの問題を最初にハイゼンベルグ表記による方法
をとり (5.2節)、次に文献 [17]で導出されている結果をまとめたシュレディンガー表記による方法
をとる。

5.1 古典的ブラウン運動

この節で示す話題は文献 [16]に詳しく記述されている。

5.1.1 ランジュバン方程式

質量M、運動量 pを持ち、軽い粒子からなる液体の中にある重い粒子のランダムな運動を記述

するため、ランジュバンは次のような式を導入した (pのそれぞれの成分 pに対して)。

d

dt
p(t) = −γp(t) + F (t) (5.1)

粒子に作用する全ての力は二つの部分に別れている: 摩擦力、−γp(t)、これは衝突の累積による効
果を表し、この衝突は粒子の運動量を”緩和時間”

TR = γ−1 (5.2)

の間、制動する。そして揺らぎの力 F (t)、これは”ランジュバン力”と呼ばれ、p(t)の平均値のま
わりの揺らぎを引き起こす。式 (5.1)において F (t)は外部力のように扱われており、p(t)とは独立
で、平均値がゼロ

F (t) = 0 (5.3a)

そして相関関数が

F (t)F (t′) = 2Dg(t − t′), (5.3b)
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に等しい。ここで Dはある係数で後で解釈する。また g(t − t′)は t− t′に関する規格化関数∫ +∞

−∞
g(τ)dτ = 1 (5.4)

である。これは t− t′の偶関数で (なぜなら F (t)は一定なので)、またこれは衝突時間 τc 程度の幅

を持っている。

通常、衝突時間 τcは緩和時間 TRよりも非常に小さい。

τc � TR (5.5)

これはこの問題には二つの非常に離れた時間スケールがあることを意味する。これより特性時間 TR

によって変化する t− t′の関数を用いて、さらに式 (5.4)を考慮して、式 (5.3b)が

F (t)F (t′) 	 2Dδ(t − t′) (5.6)

と近似できることになる。

5.1.2 運動量拡散係数

p(t0) = p0に相当する式 (5.1)の解は

p(t) = p0e
−γ(t−t0) +

∫ t

t0

dt′F (t′)e−γ(t−t′) (5.7)

と書ける。式 (5.3a)から、

p(t) = p0e
−γ(t−t0) (5.8)

となり、これは粒子の平均運動量は時間定数 TR = γ−1で制動される事を意味する。

ここで pの分散 σ2
p(t)を評価する。

σ2
p(t) =

[
p(t) − p(t)

]2
(5.9)

式 (5.7)、(5.8)、(5.3b)、そして (5.6)を用い、さらに t− t0 � τcを仮定すると、

σ2
p(t) =

∫ t

t0

dt′
∫ t

t0

dt′′F (t′)F (t′′)e−γ(t−t′)e−γ(t−t′′)

	 D

γ

[
1 − e−2γ(t−t0)

] (5.10)

が得られる。

緩和時間に比べて短い時間間隔に対しては (t − t0 � γ−1)、式 (5.10)の指数関数は展開可能で、
これによって

τc � t− t0 � γ−1 → σ2
p(t) 	 2D(t − t0) (5.11)

が得られる。これから短い時間においては p(t)の分散は t − t0に傾き 2Dで比例して大きくなる。
これから Dは運動量拡散係数であることが示される。長い時間間隔においては (t− t0 � γ−1)、式
(5.10)の指数は無視できるようになり、式 (5.8)を用いて

t− t0 � γ−1 → σ2
p = p2 − p̄2 = p2 =

D

γ
(5.12)
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が得られる。pの分散は D/γに等しい一定の値に近づく。一方、粒子が周りの液体の温度 T で平

衡に達していると仮定すると、

p2

2M
=

1
2
kBT (5.13)

となる。式 (5.12)と (5.13)からアインシュタイン方程式

D = MγkBT (5.14)

が与えられる。これは Dによって特徴づけられる F の揺らぎを粒子の運動量を制動する拡散力を

特徴づける緩和率 γと結び付けるものである。

5.1.3 古典回帰理論

この節では p(t)の相関関数を計算するための簡単な方法を示す。これは容易に量子相関関数に拡
張できる。

最初に F (t)と p(t′)の両方を含む相関関数 F (t)p(t′)を計算する。式 (5.7)において tを −∞に
すると、定常状態の相関関数が得られる。

F (t)p(t′) =
∫ t′

∞
dt′′ F (t)p(t′)︸ ︷︷ ︸

2Dδ(t−t′′)

e−γ(t−t′′) (5.15)

もし t� t′、もっと正確にはもし t− t′ � τcならば、式 (5.15)のデルタ関数 δ(t− t′′)は積分の範
囲の外になり、

t− t′ � τc → F (t)p(t′) = 0 (5.16)

となる。このような結果は、過去の時間 t′におけるランジュバン力 F (t′′)に依存する p(t′)が未来
の時間 t′におけるランジュバン力 F (t)とは相関が無い事を意味する。一方、もし t � t′、もっと

正確にはもし t′ − t � τcならば、式 (5.15)の積分の上限を +∞にまで拡張することができる。こ
れは簡単に計算できて、

t′ − t� τc → F (t)p(t′) = 2De−γ(t′−t) (5.17)

となる。最後に、tが t′と十分近いときには F (t)p(t′)は急激に 2Dと 0の間で時間間隔 τcに渡っ

て変化する。t = t′の時には Dとなる (なぜなら F (t)F (t′′)は t− t′′の偶関数だからである)。これ
ら全ての結果は図 5.1においてまとめ直して表されている。
ここで自己相関関数 p(t)p(t′)を計算する。このため、式 (5.1)の両辺に p(t′)をかけて、平均値

をとると、

d

dt
p(t)p(t′) = −γp(t)p(t′) + F (t)p(t′) (5.18)

となる。t− t′ � τcに対しては式 (5.16)より式 (5.18)の最後の項は消え、

t′ − t� τc → d

dt
p(t)p(t′) = −γp(t)p(t′) (5.19)
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図 5.1: F (t)p(t′)の時間変化。

が得られる。0 ≤ t− t′ ≤ τcに対しては、F (t)p(t′)は図 5.1よりDと同程度になる。この結果、式

(5.18)の最後の項の p(t)p(t′)への寄与、これは F (t)p(t′′)の t′′ を t′から tまで積分したものに等

しいが、これは Dτcによって上限が定められる。τc � γ−1であるので、この寄与は Dγ−1に比べ

て非常に小さい。これは p(t)p(t′)の t− t′に対する初期値 p2に他ならない (式 (5.12)を見よ)。こ
のため、t > t′に対しては、式 (5.18)の最後の項を無視でき、”二つの時間に対する平均”p(t)p(t′)
は式

d

dt
p(t)p(t′) 	 −γp(t)p(t′) (5.20)

に従う。これは”一つの時間に対する平均”p(t)に従う式

d

dt
p(t) = −γp(t) (5.21)

と非常に良く似ている。言い換えれば、揺らぎは平均値に”再び戻す”。このような結果は量子相関
関数に拡張することができ、これは”量子回帰理論”として知られる (文献 [18]および [2]の補足 CIV

と AV を見よ)。

5.1.4 クラマース–フォッカー–プランク方程式

一次元ポテンシャル井戸 U(x)中をブラウン運動する粒子を考える。その位置 x(t)とその運動量
p(t)は次の式に従う。

dx

dt
= +

p(t)
M

(5.22a)

dp

dt
= −γp(t) − d

dx
U(x) + F (x) (5.22b)

これはランジュバン方程式 (5.1)の単純な拡張である。ここでは分布関数 P(x, p, t)の時間発展方
程式の微分の原理を求めたい。分布関数は時間 tにおいて位置 x、運動量 pの粒子を見出す確率密

度である。

x(t)と p(t)の変化率は同じ時間 tの系の状態にのみ依存し、時間 tの過去における”履歴”には
依存しないことは式 (5.22)より明らかである。この理由から、確率過程 {x(t), p(t)}は”マルコフ
過程”と呼ばれる。{p(t)}のみがマルコフ過程になることを記しておく。なぜなら式 (5.22b)より
dp(t)/dtは dU (x)/dxに依存するからで、すなわち x(t) =

∫ t

−∞ dt′p(t′)/M となり、これは p(t)の
全ての履歴を含んでいる。
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マルコフ過程 {x(t), p(t)}に関する分布関数 P(x, p, t)は方程式

P(x, p, t) =
∫ ∫

dx′dp′Π(x, p, t/x′, p′, t′)P(x′, p′, t′) (5.23)

に従う。ここで Π(x, p, t/x′, p′, t′)は時間 t′で x′、p′からスタートしたとした場合に時間 tで x、p

で終わるための条件確率である。この確率は規格化される。∫ ∫
dxdpΠ(x, p, t/x′, p′, t′) = 1 (5.24)

ここで時間間隔 δtを τc � δt� TRとなるように選ぶ。式 (5.23)と (5.24)の tを t+ δtに、t′を t

に置き換えると、式 (5.23)から次の式が導き出され、

P(x, p, t+ δt)− P(x, p, t) = +
∫ ∫

dx′dp′Π(x, p, t+ δt/x′, p′, t)P(x′, p′, t)

−
∫ ∫

dx′′dp′′Π(x′′, p′′, t+ δt/x, p, t)P(x, p, t)
(5.25)

これは明確な物理的意味を持っている。δtによって割ると、この式は P(x, p, t)の xおよび pに対

する変化率が変化率を除いた分の反対の符号を持つ変化率に等しいことを示している (？)。このた
めこれは P(x, p, t)のマスター方程式と考えることができる。
ここで x(t)および p(t)の tから t + δtの間の変化

∂x = x(t+ ∂t) − x(t),

∂p = p(t+ ∂t) − p(t)
(5.26)

がそれぞれ xと pにおける P(x, p, t)の幅Δxおよび Δpに比べて小さいと仮定する (小さいジャン
プの極限)。式 (5.25)において P(x′, p′, t′)を x′ − xと p′ − pのべきで展開することにより、マス

ター方程式 (5.25)を偏微分方程式によって近似することができる。もし P(x′, p′, t′)のテーラー展
開が二次までで止めるとすると、

∂

∂t
P(x1, x2, t) = − ∂

∂x1
M1P − ∂

∂x2
M2P

+
∑

i,j=1,2

∂2

∂xi∂xj
DijP,

(5.27)

が得られ、ここで簡単化した表記 x1 = x、x2 = pを用いており、またMij および Dijは

Mi = lim
τ�δt�TR

∂xi

∂t
, (5.28a)

Dij =
1
2!

lim
τ�δt�TR

∂xi∂xj

∂t
(5.28b)

によって与えられる。

Miおよび Dij を計算するために、式 (5.22)に立ち返り、5.1.2節と同様の計算の後、次の関係が
導き出される。

∂x

∂t
=

p

M
,

∂p

∂t
= −γp− dU

dx
,

∂x2

∂t
= 0 =

∂x∂p

∂t
,

∂p2

∂t
= 2D

(5.29)
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これを式 (5.27)に代入したものからクラーマス–フォッカー–プランク方程式が与えられる。

∂

∂t
P(x, p, t) = − p

M

∂

∂x
P(x, p, t)

+
∂

∂p

[
γp+

dU

dx

]
P(x, p, t) +D

∂2

∂p2
P(x, p, t)

(5.30)

5.2 ハイゼンベルグ表記における運動量拡散の解析

5.2.1 運動量拡散係数とランジュバン力演算子

定義によって運動量拡散係数Dは運動量変化の増加率に関係する。

2D =
d

dt
ΔP 2(t) (5.31)

ΔP 2(t) = 〈[P (t) − 〈P (t)〉]2〉 (5.32)

2節に与えられている P (t)に対するハイゼンベルグ方程式からスタートすると、

d

dt
P (t) = F (t) (5.33)

ここで F (t)は力の演算子であるが、次の式が得られる。

d

dt
〈[P (t) − 〈P (t)〉]2〉 =

d

dt
〈P 2〉 − 2〈 d

dt
P 〉 · 〈P 〉

= 〈F · P +P · F 〉 − 2F · P .
(5.34)

式 (5.34)に式 (5.33)の解

P (t) =
∫ ∞

0

dτF (t− τ ) (5.35)

を代入し、式 (5.32)を用いて

2D = 2Re
∫ ∞

0

dτ [〈F (t) · F (t − τ )〉 − 〈F (t)〉 · 〈F (t − τ )〉]

= 2Re
∫ ∞

0

dτ 〈δF (t) · δF (t− τ )〉
(5.36)

が導き出される。ここで δF (t)は F の揺らぎの部分である。

δF (t) = F (t) − 〈F (t)〉 (5.37)

このため運動量拡散係数はランジュバン力演算子の相関関数の時間積分に関係することが分る。

次の節においてこのような相関関数の計算の簡単な概略を示し、Dに対する式 (5.44)を導く。こ
の式の物理的な解釈は 5.2.3節において示す。式 (5.36)の計算方法に興味が無い読者は 5.2.3節に
直接進んでもよい。
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5.2.2 ランジュバン力演算子の相関関数

第 2章において (式 (2.32)と (2.33)を見よ)ランジュバン力 δF (r, t)が二つの力 δF las(r, t)と
δF vac(r, t)の和であることを見てきた。これらはそれぞれレーザー光の場および真空場のランジュ
バン力への寄与を表す。VALの式 (2.4)および dの z成分のみがゼロでないことから、簡単に

δF las = [dz − 〈dz〉]∇ELz (5.38)

が得られる。ここで δdz = dz − 〈dz〉は dz の揺らぎ部分である。式 (2.5)および (2.14)から始まる
同様の計算より、式 (2.33b)は

δF vac = dz∇(Evac
z )+ + [∇(Evac

z )−]dz (5.39)

と変換することが可能である。

式 (5.36)において δF を δF las + δF vacに置き換えることにより相関関数 〈δF (t) · δF (t− τ )〉が
三つの寄与の和であることが示される。一つは δF lasのみを含み、もう一つは δF vacのみを含み、

残りの一つは δF lasと δF vacの両方を含んでいる。式 (5.39)に現れる時間 tにおける真空場の勾配

は他の任意の時間 t′における双極子演算子 dz(t′)と交換するという結果から、この最後の項はゼロ
であることが示される∗。これによって ∇(Evac

z )+を右端に、また ∇(Evac
z )− を左端におくことが

可能になり、真空場の平均値をとるとこれはゼロになる (式 (2.15)を見よ)。このことから Dは

D = Dlas +Dvac (5.40)

と書くことが可能になり、ここで

Dlas = Re
∫ ∞

0

dτ 〈δF las(t) · δF las(t− τ )〉 (5.41)

Dvac = Re
∫ ∞

0

dτ 〈δF vac(t) · δF vac(t− τ )〉 (5.42)

である。

式 (5.38)において ∇ELzは複素数で、このため δF lasの相関関数は δdz の相関関数に比例する。

〈δdz(t)δdz(t− τ )〉を計算するため、最初に δdz を δΠeg と δΠgeによって表すことができる。ここ

で Πab = |a〉〈b|、a, b = eまたは g である (式 (2.39)を見よ)。先の 2.5節において、Πabの運動方

程式が減衰項とランジュバン力 ((2.41)式を見よ)を持つランジュバン方程式の構造をしている事を
既に示唆している。Π̇ab(t)を与える方程式の両辺に Πcd(t′)をかけ、真空の平均をとり、先の 5.1.3
節で用いたのと非常に良く似た説明によって、t > t′に対しては二つの時間平均 〈Πab(t)Πcd(t′)〉は
一つの時間平均 〈Πab(t)〉(cと dは固定)と同じ方程式に従う事が示される。このような重要な結果
は”量子回帰理論”として知られており (文献 [18]および [2]の補遺CIV と AV を見よ)、これは原子
の双極子モーメントの相関関数が光ブロッホ方程式から計算できることを意味する。

ここで式 (5.42)を評価することが残されている。式 (5.39)を式 (5.42)に代入すると、式 (2.15)
より、唯一ゼロでない項が

〈0|dz(t)[∇(Evac
z )+(t)][∇(Evac

z )−(t− τ )]dz(t− τ )|0〉 (5.43)

∗このような結果を実際に示すため、場の勾配の中に現れる消滅演算子 aj(t)を aj(t
′) および tから t′ の間に放射され

るソースの場の関数として表すことができる。残りの交換子は �の奇関数のモード �� 全体の積分として現れるため、ゼロ
になる。
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であることが分る。式 (5.43)に現れる二つの場の演算子の順番は複素数であるこれらの交換子を用
いて変更することが可能である。この交換子の寄与はこのため dz の相関関数に比例し、これは光

ブロッホ方程式から計算可能である。残りの項はは先に示唆した真空の自由場の勾配の演算子が任

意の時間において双極子演算子と交換するという事を用いて変換する事が可能である。このため式

(2.15)の結果から簡単にこの項がゼロに等しい事が示される。
要約すると、Dは二つの項の和である事を見てきた。最初の項 Dlasは δF lasおよび ∇ELz、す

なわち式 (2.36)で与えられる αと βを含む。第二の項 Dvacは真空の自由場の交換子、すなわち

この場の量子的性質から来るもので、これは αと βに依存しない。Dlasと Dvacの両方とも原子

の双極子モーメントの相関関数を含み、これは量子回帰理論を用いて光ブロッホ方程式から計算で

きる。

5.2.3 物理的考察

r=0において静止している 2準位原子に対しては先の節において概略を示した計算方法によって
次の結果が導き出され [8]

D = +h̄2k2
L

Γ

4
s

1 + s

+ h̄2β2Γ

4
s

(1 + s)3

{
1 +

12δ2 − Γ 2

4δ2 + Γ 2
s+ s2

}

+ h̄2α2Γ

4
s

(1 + s)3

{
1 +

−4δ2 + 3Γ 2

4δ2 + Γ 2
s+ 3s2 +

4δ2 + Γ 2

Γ 2
s3
}

− h̄2α · βδ s2

(1 + s)3

{
1 +

4Γ 2

4δ2 + Γ 2
+ s

}
,

(5.44)

ここで sは r=0での飽和パラメータで、式 (3.6)で与えられ、αと βは r=0における対数関数の
ラビ周波数の勾配と位相勾配で、式 (3.3b)と (3.3c)で与えられている。
式 (5.44)の最初の行は αと βとは独立であるが、これは Dvacで、これは真空自由場の演算子

の非交換性から生じる。

Dvac = h̄2k2
L

Γ

4
s

1 + s
(5.45)

このような項はランダムな方向への自然放出光子による運動量の拡散を記述する。原子の運動量 P

は運動量空間におけるランダムウォークを伴い、各ステップの大きさは h̄kLで、δtの間のステップ

の数は Γσst
eeδtで、ここで σst

eeは定常状態における励起状態の分布数で、(3.7)式によって与えられ
る。ランダムウォークの良く知られた性質から δtの間の pの分散の増加が

(δp2) − (δp)2 = h̄2k2
LΓσ

st
eeδt

= h̄2k2
L

Γ

2
s

1 + s
δt

(5.46)

と書けることが導かれる。式 (5.45)と (5.46)を比較すると、(5.46)の右辺は 2Dvacδtと書けるこ

とが示され、これは Dvacの物理的解釈を確かなものにする。

式 (5.44)の他の三行は Dlasに相当する。平面レーザー光に対しては、β= −kL および α=0で

あるので、式 (5.44)の二番目の行だけが Dlasに寄与する。この項は放射圧の揺らぎ、より正確に



5.2. ハイゼンベルグ表記における運動量拡散の解析 35

は吸収光子数の揺らぎによる運動量拡散を記述する。式 (3.6)を用いると、これは

Dabs =
1
4
h̄2k2

LΓ
s

1 + s
(1 +Q) (5.47)

と書き表すことができ、ここで Qは無次元量の係数で、

Q =
2Ω2

1(4δ2 − 3Γ 2)
(2Ω2

1 + 4δ2 + Γ 2)2
(5.48)

と与えられる。(5.47)を解釈するため、δtの間に吸収されるレーザー光子数 δN と、これに対応し

て原子に移行する運動量 δp= h̄kLδN を導入する。δN はランダムな変数であるため、吸収光子数

の揺らぎによって、運動量の分散は増加する。

(δp2) − (δp)2 = h̄2k2
L

[
δN2 − (δN )2

]
(5.49)

最初に δtの間に吸収される平均光子数を考え、これは

δN = Γσst
eeδt =

Γ

2
s

1 + s
δt (5.50)

と与えられる (式 (3.16)を見よ)。もし δN がポアッソンの法則にしたがっていたとすると、δN の

分散は δNに等しくなるだろう。実際にはそうではなく、文献 [19]で示すように、共鳴蛍光におけ
るポアッソン統計に対する補正があり、これは式 (5.48)で与えられる係数 Qによって正確に表さ

れる。

δN 2 − (δN)2 = δN (1 +Q) (5.51)

これから式 (5.49)は式 (5.51)、(5.50)と (5.47)を用いて次の様に書き直すことができ、

(δp2) − (δp)2 = 2Dabsδt (5.52)

これは Dabsの物理的解釈が吸収光子数の揺らぎによるものだということを確かなものにする。式

(5.45)と (5.47)の比較から、Dvacと Dabsは同程度の大きさを持つことが示される。

レーザー光定在波中においては、β=0であるので、式 (5.44)の三番目の行が Dlasに寄与する。

この項は双極子力の揺らぎを記述し、Ddipと書き表す。ここでは x軸に沿って、z方向に直線偏光

し、x = 0で節となるレーザー光定在波を考える。

EL(x, t) = ε2E0 sin kLx cosωLt (5.53)

式 (5.53)において、E0は定在波を形成する二つの対向するそれぞれの光の振幅で、これに対応す

るラビ周波数は Ω1に等しい。これから xにおける定在波のラビ周波数は

Ω1(x) = 2Ω1 sin kLx (5.54)

となり、このため

α =
∇Ω1(x)
Ω1(x)

= εkL
1

tan kLx
(5.55)

となる。最後に、xにおける飽和パラメータ、s(x)は

s(x) = 4s0 sin2 kLx (5.56)



36 第 5章 放射圧のゆらぎ

に等しくなり、ここで

s0 =
Ω2

1/2
δ2 + (Γ 2/4)

=
s0
4

(5.57)

は二つの対向するそれぞれの光の飽和パラメータで、smaxは s(x)の最大値である。式 (5.55)と
(5.56)を式 (5.44)の三番目の行に代入したときに得られるDdipの一般的な式はここでは議論しな

いことにする。光強度が十分低い限界 (s0 � 1)および高い限界 (s0 � 0)に限定することにする。
もし s0 � 1の場合、式 (5.44)の三番目の行は

Ddip 	 h̄2k2
LΓs0 cos2 kLx = h̄2k2

LΓ
s0
4

cos2 kLx (5.58)

に帰着され、一方最初の行は

Dvac 	 h̄2k2
LΓs0 sin2 kLx (5.59)

に等しくなる。Ddip +Dvacは xに依存せず、二つの対向するそれぞれの光に対する拡散係数の和

に等しい。節の近傍では、例えば x = 0近傍では、非常に驚くべき結果が得られる。節には光が存
在しないため、蛍光が無いと期待される。実際、x → 0の時、Dvac → 0となる。しかし Ddipは

x = 0において最大値をとり、これは h̄2k2
LΓs0 = h̄2k2

LΓsmax/4に等しい。この問題は 6.3節にお
いて再び取り上げ、節の近傍においては Ddipの大きな値が新しい種類の相関した再分配によるも

のであることを示す。

もし s0 � 1の場合、式 (5.44)の三番目の行は

Ddip 	 h̄2k2
L cos2 kLx

Ω2
1

2Γ
(5.60)

となる傾向がある∗。式 (5.45)および (5.47)で与えられる Dvac および Dabsとは対照的に、Ddip

は強いレーザー光強度においても飽和しない。この結果に対するドレスド原子の解釈を 7.3節に与
える。先の 3.4節において双極子力による光ポテンシャル井戸の深さは Ω1に比例して増加するこ

とが示されている。式 (5.60)によって示される、双極子力の揺らぎによる加熱が Ω1に対して二乗

で増加する事はレーザートラップに対して厳しい制限を課すことになる。しかし文献 [20]において
示唆されている様に、時間的に交互に冷却と捕獲の相を分けることはいつでも可能である。

5.2.4 レーザー冷却におけるドップラー限界

レーザー冷却において到達する平衡温度は、γ = α/M の割合で原子の速度を制動するレーザー

冷却

δp/δt = −γp (5.61)

ここで αは摩擦係数である (式 (4.7)を見よ)、これと運動量拡散による加熱(
δp2

δt

)
diffusion

= 2D (5.62)

∗式 (5.60) は節の近傍では s(x) → 0となるため有効ではなくなる。
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の競合によって決まる。式 (5.61)から、これは(
δp2

δt

)
cooling

= −2γp2 (5.63)

となる。定常状態においては二つの変化率 (5.62)と (5.63)は相殺し、γp2 = Dとなる。平衡温度

はこのため

p2

2M
=

1
2
kBT =

D

2Mγ
(5.64)

となる。

式 (4.8)から光強度が低く、δ = −Γ/2、α ∼ h̄2k2
Ls0に対しては、これは

γ ∼ h̄k2
L

M
s0 (5.65)

となる。一方、この節において導出された結果から (式 (5.45)、(5.47)、(5.58)を見よ)、光強度が
低い場合には

D ∼ h̄2k2
LΓs0 (5.66)

となる。式 (5.65)と (5.66)を式 (5.64)に代入すると

kBTD ∼ D

Mγ
∼ h̄Γ (5.67)

が導かれる。これから 2準位原子のレーザー冷却によって到達する温度は Γ によって決まる事が明

らかになる。到達可能な最低温度の正確な値は kBTD ∼ h̄Γ/2によって与えられ (文献 [8, 21, 22]を
見よ)、ドップラー限界と呼ばれる。TDは Naに対してはおおよそ 240μK、Csに対しては 125μK
である。

5.3 原子のウィグナー関数に対する量子力学的運動方程式

ここでシュレディンガー表記を用いて原子の並進運動の自由度を記述する換算原子密度演算子の

運動方程式を導出しようと試みてみる。ここでは単に導出の概略を与え、新しい結果および新しい

物理的な洞察に重きを置く。より詳しくは文献 [17]と [23]に見出されるだろう。

5.3.1 原子のウィグナー関数

原子の内部および外部の両方の自由度を量子力学的に取り扱う時、原子の密度行列は二つの種類の

量子数でラベルされる。例えば、重心の位置を表記に用いる場合、原子の密度行列要素は 〈i,r′|σ|j,r′′〉
となり、ここで i, j = eまたは gで、r′および r′′は位置演算子Rの固有値である。同様に運動量

表記を用いれば 〈i,p′|σ|j,p′′〉が得られる。
非常に有用な表記で位置と運動量を対称的に扱うものにいわゆる”ウィグナー表記”があり [24]、

これは原子の密度演算子 σと関連し、rと pの関数として

Wij(r,p) =
1
h3

∫
d3u exp(−ip · u/h̄)〈i, r +

u

2
|σ|j, r− u

2
〉

=
1
h3

∫
d3u exp(+ir · v/h̄)〈i,p+

v

2
|σ|j, p− v

2
〉

(5.68)
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と与えられる。式 (5.68)より、ウィグナー関数を導入することができ、

f(r,p) = Wee(r,p) +Wgg(r,p), (5.69)

これは内部状態に関わらず rに運動量 pの原子を見出す”擬確率”の密度である。原子のウィグナー
関数は実数で、規格化され全ての Rと P に完全に対称な関数に対して通常の確率として現れる。

これには例えば、

1
2
〈R · P + P ·R〉 =

∫
d3rd3pr · pf(r,p) (5.70)

があげられる。しかし f(r,p)は負の値を取りうるため、これは真の確率ではないことを記しておく。

5.3.2 一般化した光ブロッホ方程式

これらの運動方程式は先の 2.5節での議論を外部自由度を量子力学的に扱う場合に一般化する。
これらは式 (2.42)におけるそれと同様の構造を持っており、言い換えればハミルトニアンの項の和
は原子のハミルトニアン HAと原子–レーザー相互作用ハミルトニアン VALと自然放出による減衰

項からなる。新しい性質は外部量子数の出現である。

例えば、Wgg(r,p)の運動方程式は

∂

∂t
Wgg(r,p) =

− p

M
· ∂
∂r
Wgg(r,p)

+
id

h̄

∫
d3k

[
E−(k)e−ik·rWeg(r,p− h̄k

2
) − E+(k)e+ik·rWge(r,p+

h̄k

2
)
]

+ Γ

∫
d2κφ(κ)Wee(r,p+ h̄kAκ).

(5.71)

となる。最初の項は σと Hext
A =P 2/2M の交換子に由来するもので、第二項は σと VALの交換子

に由来し、E+(k)と E−(k)はそれぞれレーザー光の正および負のフーリエ周波数成分である。最
後に最終項は自然放出による励起状態から基底状態への供給を表し、φ(κ)は方向 κへの自然放出

の相対確率を、そして kAは ωA/cに等しい。

原子の運動量は吸収および放出過程の間は離散的な変化を行うことは式 (5.71)より明らかであ
る。これより一般化された光ブロッホ方程式は i, j = eまたは gの四つの関数Wij(r,p)が結びつい
た差分方程式となる。このような方程式は数値的以外には簡単には取り扱えないため、これらを簡

単化するいくつかの近似を導入する。

5.3.3 クラマース–フォッカー–プランク方程式を導く近似

原子の運動を特徴づける二つの小さな数のパラメータを導入するところから始める。

ε1 =
h̄kL

Δp
=
反跳運動量
運動量広がり

(5.72)

ε2 =
kLΔp
MΓ

=
ドップラー効果

自然幅
(5.73)
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条件 ε1 � 1はまた原子のコヒーレンス長 ξA = h̄/Δpがレーザーの波長 k−1
L に比べて小さいこと

を意味する。これは先に導入した局在化の仮定 (2.28)と等価で、これが半古典論の限界を定義す
る。条件 ε2 � 1は原子の速度がすでに (レーザー冷却によって)十分減衰しており、このためドッ
プラー効果を摂動論的に扱うことが可能である。このような条件は先に式 (2.21)で導入した運動
量空間における局在化の仮定と等価である。実際、ドップラー冷却限界近くにおいては式 (5.67)に
従って、Δp2/2M ∼ h̄Γ となり、これから

ε1 ∼ ε2 ∼
√
ER/h̄Γ (5.74)

が導かれる。

一般化された光ブロッホ方程式を ε1と ε2のべきで展開することにより、これらの差分方程式を

結合した偏微分方程式に置き換えることが可能になり、これはより簡単に扱う事ができる。もう一

つ重要な点は ε1と ε2 の零次においてウィグナー関数 (5.69)は、他の全ての変数が Γ−1 程度の時

間スケールにおいて変化する中で、この関数は時間発展しないことである。これは光子の運動量が

零の極限において (kL = 0)、光子–原子の相互作用は原子の位置または速度を変化させることはで
きない事を意味する。またこれは ε1, ε2 � 1なので、この問題にはゆっくり変化する変数 f(r, p)が
あり、これに関しては他の全ての変数を断熱的に取り除くことができ、f(r,p)に対する単一の換算
時間発展方程式が導かれ、これは原子の運動を記述する量子力学的運動方程式である。

このような一般的な手順はいくつかの論文に示されており [25][28]、これは f(r,p)に対するク
ラーマース–フォッカー–プランク方程式を導く。文献 [17]に示されている扱いの有利な点は 2準位
原子に限定されない操作方法を用いており、拡散および摩擦係数に対してハイゼンベルグ表記の力

の演算子の二つの時間に対する平均を用いてより明確な構造による一般的な表現を導く。これから

シュレディンガー表記によって得られる結果とハイゼンベルグ表記における結果が等価であること

が証明でき、摩擦力および平衡温度に対する新しい物理的な洞察を得ることが可能になる。

5.3.4 物理的考察

文献 [17]において導出されている f(r,p)の運動方程式は次のように表される。

∂f

∂t
= − p

M
· ∂f
∂r

− F(r) · ∂f
∂p

+
∑

i,j=x,y,z

∂2f

∂pi∂pj

[
Dij

las(r) +Dij
vac(r)

]

+
∑

i,j=x,y,z

γij(r)
∂

∂pi
(pjf)

+ ∂2f/∂pi∂pjの項

(5.75)

−(p/M) · (∂f/∂r)の項は ε1と ε2に対して次数がゼロであるが、これが原子の自由運動を記述す

る。次の項 −(∂f/∂p)·F(r)は ε1に対して一次の大きさであるが、これは平均放射力Fによるウィ
グナー関数の運動量のドリフトを記述する。これは 3節において rで静止した原子に対して調べ

た。残りの項は全て ε1および ε2に対して二次の大きさで、最後の (∂2f/∂pi∂pj の)項はほとんど
の場合において無視される。

∂2f/∂pi∂pj の項は運動量の拡散を記述する。D
ij
lasと Dij

vacは式 (5.41)と (5.42)に似た式によっ
て与えられる拡散テンソルである。ここでは、二つの δF は iまたは j成分によって置き換えられ
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る。これによって 5.2.2節において導入された二つの拡散係数DlasとDvacはまさに式 (5.75)に現
れる拡散テンソルのトレースであることが示される。

∂(pjF )/∂piの項と

γij(r) =
ih̄

M

∫ ∞

0

τdτ 〈[FLi(r, t), FLj(r, 0)]〉st, (5.76)

ここで F L = −∇VALは VAL(式 (2.16)の第一項)に関連する力の演算子で、また平均値は rで静

止する原子の定常状態における値であるが、これらによって摩擦が記述される。この項と ∂f/∂p

の項を結び付けると、実際に

∑
i

=
∂

∂pi

⎡
⎣Fi(r) −

∑
j

γipj

⎤
⎦ f(r,p), (5.77)

が与えられる。このため、−
∑

j γijpjは摩擦力として現れ、これは pに比例し、第 3章において得
られた rで静止している原子に対する力 Fiを補正する。摩擦テンソル γij の式 (5.76)を解釈する
ために線形応答理論の良く知られた結果を最初に思い起こす [29]。もし物理系 Sが定常状態 σeqに

あり、V (t) = −λ(t)M によって摂動を受けているとする。ここで λ(t)は tの古典的な意味の関数

で、Mは Sの観測量である。このとき時間 tにおける Sのもう一つの観測量N の平均値は λに対

して一次のオーダーにおいて

〈N(t)〉 = 〈N〉eq +
∫ +∞

−∞
dt′χNM (t − t′)λ(t′), (5.78)

と与えられる。ここで χNM (τ)は線形応答関数で

χNM (τ) =
i

h̄
θ(τ)〈[N (τ),M(0)]〉eq (5.79)

に等しい。式 (5.79)において θ(τ)はヘビサイド関数 (τ > 0に対して 1に等しく、τ < 0に対して
は 0に等しい)で、N(τ)とM(0)は (V が無い場合における)自由なハイゼンベルグ演算子である。
摩擦テンソルの式 (5.76)に交換子の平均値が現れる事から、γij を線形応答関数と解釈することが

示唆される。より正確にはレーザー光と動いている原子の間の相互作用ハミルトニアンは

−d · EL

(
r +

p

M
(t− t0)

)
	 −d · EL(r) +

∑
j=x,y,z

− pj

M
(t− t0)∇jd · EL(r) (5.80)

と書き表される。最後の項、ここではこれを Fij = ∇j(d · EL)とおくこととするが、これは原子
の運動による摂動とみなすことができ、

−
∑

j=x,y,z

pj

M
(t − t0)FLj(r) (5.81)

と書き表すことができ、すなわち V (t)に似た項の和として表され、ここでは λ(t) = −(t0 − t)pj/M

およびM = FJjである。式 (5.78)より、N = FLi(r)の t0における平均値が pの一次の大きさで、

〈FLj(r,p, t0) = 〈FLj(r,p = 0, t0)

+
∑

j

∫ +∞

−∞
dt′
[
χFLi,FLj (t0 − t′)

] [
−(t0 − t′)

pj

M

] (5.82)
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に等しい事が導かれる。ここで t = t0 とおいた。式 (5.79) を用いて、式 (5.82) の最後の項は
−
∑

j γijpj と書き表され、式 (5.77)に見出される摩擦力と一致することを示すことができる。こ
のため摩擦力は原子の運動による摂動に対する力の線形応答として現れる。

この節の結果を要約すると、レーザー光中の原子の運動とポテンシャル井戸中のブラウン運動に

は密接な関係がある事が分る。一般化された光ブロッホ方程式より始めて、原子のウィグナー関数

に対するクラマース–フォッカー–プランク方程式 (5.30)と非常に良く似た運動方程式を導き、さら
に相関関数と線形感受率によって拡散および摩擦テンソルに対する簡単な物理的解釈を得ることを

可能にする。最後に平衡温度は式 (5.64)およびこの節の結果より、

kBT ∼ D

Mγ
∼

∫∞
0
dτ 〈δF (τ)δF (0) + δF (0)δF (τ)〉

(i/h̄)
∫∞
0
τdτ 〈δF (τ)δF (0)− δF (0)δF (τ)〉

(5.83)

と書くことができる。もし式 (5.83)の分子および分母にそれぞれ現れる反交換子と交換子の平均値
が同じ程度の大きさであるとすると、

kBT ∼ h̄

〈τ〉 (5.84)

が予想される。ここで 〈τ〉はランジュバン力演算子 δF の相関時間と同じ程度の大きさである。5.2.2
節において δF の相関時間が原子の双極子モーメント dz の相関時間に比例することを見てきたの

で、〈τ〉は原子の内部状態の時間 Tintと同程度である。これより

kBT ∼ h̄

Tint
(5.85)

となる。2準位原子に対しては Tint ∼ Γ−1で、式 (5.85)において再びドップラー限界 (5.67)を見
出す。式 (5.85)は Γ−1よりもはるかに長い内部状態の時間が存在すればもっとより低い温度が達

成可能であることを示唆する。このような状況の例はこのコースの第二部において与えられる。
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6.1 はじめに

飽和が小さい場合 (s� 1)、すなわち低い光強度または大きな離調の場合、光子–原子相互作用は
基本的な吸収および放出過程を基に摂動論的に解析することが可能である。平面波中にある原子に

対しては、このような解析は基本的な保存則と供に放射力の主な特徴、その平均値、速度依存性、

揺らぎの簡単な解釈を与える (3.3、4.1節および 5.2.3節を見よ)。
レーザー光がいくつかの平面波の重ね合わせである場合は状況はより複雑になる。これらの波の

間に存在する位相関係によって、これらの寄与は独立には足し合わせることができない。これらの

間には干渉効果があり、これによって例えばレーザー定在波中の原子の運動の解析は平面進行波中

のそれより困難になる。このような困難の一例は定在波の節にある原子の非常に興味ある振る舞い

によってもたらされる。このような場所では光は存在せず、光子の吸収が無いため、原子の運動量

拡散係数Dはゼロになると予想するかもしれない。しかし、このような簡単な予想は Dの計算に

よって否定され、この計算によって Dが節において腹と同じ大きさになることが予想される!(5.2.3
節を見よ)
この章の動機はこれらの問題に対して、異なる散乱振幅の間の量子的干渉を用いて新しい物理的

な洞察を得ようとすることである。レーザー光の場を古典的に扱う代わりに、先の節と同様に、こ

こでは単一光子状態を考え、これは異なる運動量を持つ状態の線形結合である。またこのような状

態が良く局在した原子の波束によってどのように散乱されるかを調べる。このような方法は飽和が

小さい極限に限定されるが、通常の方法、それは原子の換算運動方程式を得るために場の変数を”
トレース”するものであるが、これと比べていくつかの有利な点がある。ここでは全系 A+F(原子
+ 場)の状態ベクトルが保存されるとする。このため原子–場の相関が重要な役割をするかどうかが
より簡単に見る事ができる。また入射光子の時間発展を追って、これが消滅するか (吸収過程は入
射光子が最初の真空モードに放出される蛍光光子に置き換える)、または最初の励起光のあるモー
ドから別のモードへ移行されるか (再分配過程)を見ることが可能になる。
散乱振幅の干渉の考え方は最初にレーザー平面波中の原子の簡単な場合において導入する (6.2

節)。初期状態の時間発展を調べることにより、入射光と原子による前方散乱光との間の干渉から
光子の吸収が生じることを示すことができる。次に (6.3節において)定在波の節に局在する原子の
波束を考え、対応する一光子状態は反対の運動量 +h̄kL および −h̄kLを持つ二つの状態の線形結

合である。原子の運動量の広がりによって原子は節に留まろうとするが、これは前方および後方へ

の散乱振幅を含む、+h̄kLおよび −h̄kLモード間の光子の再分配をもたらすより微妙な干渉効果に

よるものであることを示す。この両モードは原子の運動量と相関がある。このような”相関がある
再分配”のもう一つの重要な特徴は、これが散逸的であるということで、これはローレンツ型吸収
曲線と同様にレーザー光の離調によって変化する。干渉する散乱振幅と同じ定式化を用いて、6.4
節において節の外で現れる双極子力による通常の再分配が 6.3節において議論した反動的で原子の
運動量と相関が無いものとは全く異なる事を示す。最後に、6.5節において定在波中に動く原子を
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扱い、どのような時に前方および後方散乱振幅の間の干渉効果が無視できるか、すなわち二つの光

の放射圧が独立に足し合わせる事ができるかを求める。

6.2 平面波中に原子がいる単純な場合

t = 0において全体の系 A+F(原子 + 場)が状態

|Ψ(0)〉 = |ψA〉 ⊗ |ψF 〉 = |g, p;kLεL〉, (6.1)

にある。ここで |ψA〉 = |g, p〉は A(原子)が g 状態で運動量 pを持つ状態を表し、|ψF 〉 = |kLεL〉
は場が運動量 h̄kLで分極 εLを持つ単一光子の状態を表す。A+F の時間発展はハミルトニアン

H = HA +HF + VAF (6.2)

によって与えられ、ここで HAと HF は式 (2.2)および (2.3)で与えられる原子および場のハミル
トニアンである。ここでは入射光の場を量子力学的に扱い、このため式 (2.1)の二つの相互作用項
VAL と VAV を単一の原子–場の相互作用項 VAF = −d · E(R)に置き換える。ここで E(R)は全
(入射 + 真空)場の演算子で、これは (2.6)と類似の式によって与えられる。

VAF = −id ·
∑
kε

√
h̄ω

2ε0L3
εakεe

ik ·R + h. c. (6.3)

時間 T 後に A+F の状態ベクトルは HA +HF に関する相互作用表示において、

|Ψ(T )〉 = c(T )|g, p;kLεL〉 + |Ψ⊥(T )〉, (6.4)

となり、ここで |Ψ⊥(T )〉は |Ψ(t)〉の初期状態 (6.1)に直交する状態への射影を表す。このような射
影は kF �=kL または εF �=εL または原子が励起状態であるような蛍光 kFεF がある状態を含む。

ここでは振幅

c(T ) = 〈g, p;kLεL|U (T )|g, p;kLεL〉, (6.5)

に興味があり、ここで U(T )は発展演算子で、これは初期状態 (6.1)がどのように無くなるかを記
述している。

VAF が単一光子の吸収または放出過程を記述するので、式 (6.5)に対して VAF に二乗で寄与する

振幅は二つだけで、これは図 6.1における二つの (ファインマン)ダイアグラム aと bによって表さ
れる。これらはそれぞれ何も起きない過程 (ダイアグラム aは VAF に関してゼロ次)と、入力光が
吸収され、再び放出される過程 (ダイアグラム bは二次)を表す。
散乱理論の良く知られた結果を用いて (例えば、文献 [2]の AI を見よ)、c(T )の VAF のべき展開

における零次および二次の項を得る。

c(0)(T ) = 1, (6.6)

c(2)(T ) = −2πiδ(T )(Efin −Ein)
|〈e,p+ h̄kL; 0|VAF |g, p;kLεL〉|2
Eg,p;kL − [Ee,p+h̄kL;0 − ih̄(Γ/2)]

(6.7)

式 (6.7)において、δ(T )(Efin − Ein)はエネルギー保存を表すデルタ関数である。このような関数
は実際に有限の相互作用時間 T に関連する幅 δE ∼ h̄/T を持つ散乱の関数である。

δ(T )(E) =
1

2πh̄

∫ T

0

dτe−iEτ/h̄ = e−iEτ/2h̄ sinET/2h̄
πE

(6.8)
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図 6.1: 振幅 (6.5)に寄与する過程を表す (ファインマン)ダイアフラム。

Efinおよび Einは振幅 (6.5)に現れる初期状態および終状態の非摂動エネルギーである。ここでは
両者は一致するので、Efin − Ein = 0となり、式 (6.8)の E → 0の極限に対する式が得られる。

δ(T )(0) =
T

2πh̄
(6.9)

式 (6.7)の分子は VAF の図 6.1のダイアグラム bの初期状態および中間状態の間の行列要素の二乗
で、これは式 (6.3)を用いて

|〈e,p+ h̄kL; 0|VAF |g, p;kLεL〉|2 = d2E2
ωL = d2 h̄ωL

2ε0L3
(6.10)

と等しくなる。ここで dは ε·dの状態 eと gの間の行列要素である。式 (6.10)において、E2
ΩLは単

一光子 kLεLに相当する電場の二乗と考えることができる。式 (6.7)の分母は図 6.1のダイアグラ
ムの非摂動状態の初期状態および中間状態のエネルギー差である。

D = Eg + h̄ωL +
p2

2M
−
(
Ee − ih̄

Γ

2

)
− (p+ h̄kL)2

2M

= h̄

(
δ + i

Γ

2

)
− h̄kL · p

M
− h̄2k2

L

2M

(6.11)

原子の励起状態 eの非摂動エネルギーに −ih̄Γ/2が足されてある。ここで Γ は励起状態 eの自然

幅である。このような手順は共鳴散乱理論においては良く知られたもので、励起状態のプロパゲー

ターと真空場との全ての次数の結合を考慮することによってこれを繰り込むすることに相当する

(例えば文献 [2]の補遺 BIII とこの補遺の図 7.3と図 7.4を見よ–ここでは状態 eと gのラムシフト

は Eeと Egに含まれていると仮定している)。式 (6.11)の第二行の終わりの二つの項はドップラー
シフトと反跳シフトを表す。ここではこれらのシフトが eの自然幅に比べて小さいと仮定する。∣∣∣∣ h̄kL · p

M

∣∣∣∣ , h̄2k2
L

2M
� Γ (6.12)

このため

D 	 h̄(δ + i
Γ

2
) (6.13)

式 (6.7)を書き直すため、式 (6.9)、(6.10)および (6.13)を用いることにより、振幅 (6.5)に対し
て VAF の二次のオーダーまで求められる。

c(T ) = 1 − iT
d2E2

ω/h̄
2

δ + i(Γ/2)
= 1 − Γ ′

2
T − iδ′T (6.14)
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ここで

Γ ′ = Γ
d2E2

ωL/h̄
2

δ2 + (Γ 2/4)
= Γ

Ω2
1/4

δ2 + (Γ 2/4)
= Γ

s0
2

(6.15a)

δ′ = δ
d2E2

ωL/h̄
2

δ2 + (Γ 2/4)
= δ

Ω2
1/4

δ2 + (Γ 2/4)
= δ

s0
2

(6.15b)

である。単一光子状態 |kLεL〉に対するラビ周波数Ω1 = −2dEωL/h̄と式 (3.6)で与えられる対応す
る飽和パラメータ s0を導入した。

ここで式 (6.14)の物理的な内容を議論することにする。もし T がそんなに長くないとすると、

(6.14)は

c(T ) 	 e−([Γ ′/2]+iδ′)t (6.16)

と書き換える事ができる∗。式 (6.16)の係数の二乗をとることにより、

|c(T )|2 	 e−Γ ′t (6.17)

が得られ、これは Γ ′が初期状態の減衰確率、または吸収確率、より厳密には入射光子の全散乱確
率と考えられることを示している。式 (6.14)より Γ ′は入射光と前方散乱振幅の虚部との間の干渉
に関連していることが明らかである。Γ ′の離調 δ依存性はローレンツ型吸収曲線を示すが、これは

散逸過程に対して期待されるものである。式 (6.16)において h̄δ′は原子–場の結合による初期状態
のエネルギーシフトとして現れる。実際、このようなシフトは入射光子によって作り出される原子

の基底状態の光シフト以外の何ものでもない [50, 51]。式 (6.14)より、δ′は入射光と前方散乱振幅
の実部の間の干渉に関連する。この δ 依存性 (ローレンツ型分散曲線)は反動的な過程に期待され
るものである。

6.3 定在波中の節にある原子

6.3.1 原子+場の系の初期状態

ここでは z軸方向に直線偏光して sin kLxに空間依存するモードの場を考える。式 (5.53)によっ
て表される x = 0において節となるレーザー光がつくる定在波はこのような場のモードを擬古典的
に励起することに相当する。ここではこのモードが最初に単一の基本的な励起を起こし、この一光

子状態の数学的な表現を光子と良く定義された運動量を表す状態を用いて求めてみる。表記をでき

るだけ簡単にするため、±kによって波数ベクトル ±kεxと分極 εxを持つ進行波モードを表す。

a±kと a†±kをモード ±kにおける光子に対する消滅および生成演算子とする。これらの演算子か
ら、演算子

bk =
1√
2
(ak − a−k) (6.18a)

ck =
1√
2
(ak + a−k) (6.18b)

∗この結果は実際には摂動の展開を再合計することにより厳密に求められる。例えば文献 [2] の第 III 章を見よ。
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およびそれらの共役な演算子を導入する。これより bk および b†kが消滅および生成演算子であるこ

とがすぐ分り、これは

bk|0〉 = 0, (6.19a)

[bk, b
†
k′] = δkk′ (6.19b)

を満足するからである。同様な関係が ck および c†kに対して成り立ち、さらにこれらは bk および

b†kと交換する。もし式 (2.6)の展開式における進行波モードの電場の演算子において a±kと a†±kに

比例する項に再グループ化すると、すぐに bkと b†kには sin kxがかけられており、一方 ckと c†kに
は cos kxがかけられているのが分る。これから bk と b†k (ck と c†k)は定在波モード sin kx (cos kx)
の基本的な励起に対する消滅および生成演算子であることが示される。このため定在波 sin kxの基
本的な単一の励起を表す量子状態は

|ψF 〉 = b†kL
|0〉 =

1√
2
[a†kL

− a†−kL
]|0〉 =

1√
2
[| + kL〉 − | − kL〉] (6.20)

と書き表される。これは明らかに単一光子状態 | ± k〉と良く定まった運動量 ±h̄kLとの線形結合

(統計的混合状態ではない!)である。最後に単一光子状態 (6.20)に関連する飽和パラメータ s(x)は

s(x) = 2s0 sin2 kLx = smax sin2 kLx (6.21)

となり、ここで s0 = smax/2は式 (6.15)に用いられている飽和パラメータで、平面進行波モードに
おける単一光子に対応する。式 (6.21)と (5.56)は係数 2だけ異なり、これは式 (6.21)に現れる二
つの対向する平面波モードのそれぞれに対して平均光子数が 1ではなく、1/2であることによる。
初期原子状態 |ψA〉に対して、原子は基底状態 gにあるとし、波束によって表される原子の重心

は定在波 sin kLxの節 x = 0近傍に非常に良く局在しているものとする。

|ψA〉 =
∑

p

cp|g, p〉 (6.22)

場の状態 (6.20)の場合と同様に、x軸に沿った原子の運動量に対して、pεxの代わりにより簡単な

表記 p を用いる。式 (6.22)において、cpは実数で、また p = 0付近を中心とした pの偶関数であ

る。このため位置空間においては波束は x = 0近傍を中心とし、全体としての速度はゼロである。
cpの p依存のカーブの幅は Δpによって表され、これは h̄/Δxと同程度である。ここで Δxは位置
空間における波束の幅である。局在化の仮定は

Δx� λL ⇔ Δp� h̄kL (6.23)

と等価である。

6.3.2 初期分布状態の一つに残る確率振幅

t = 0において全系 A+Fが初期状態

|Ψin〉 = |ψA〉 ⊗ |ψF 〉

=
1√
2

∑
p

cp[|g, p; +kL〉 − |g, p;−kL〉],
(6.24)
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図 6.2: A+
p に寄与する過程で、VAF に関して二次の次数までのものを表す (ファインマン)ダイア

フラム。

にあるとする。ここで +kLと −kLモードの場だけに光子が分布しているものとする。時間間隔 T

の後、系は時間発展し、+kLと −kLモードの場の光子の分布が変化し、最初に空のモードが今度

はある大きさの振幅に励起され、これは蛍光光子の出現を表す。この節においては初期分布モード

の時間発展に興味がある。より厳密には、時間 t = T において全系 A+Fが状態 |g, p; kL〉または
|g, p;−kL〉に見出されるため、振幅

A±
p = 〈g, p;±kL|U (T )|Ψin〉 (6.25)

を計算したい。

最初に、振幅A+
p を考える。6.2節と同じダイアグラムを用いると、A+

p は VAF に関して二次の

次数で図 6.2のダイアグラム a,b,cにそれぞれ対応する三つの項の和であることが分る。
ダイアグラム aは零次で、bおよび cは二次の次数でそれぞれ前方および後方散乱過程を表す。図6.2
の各交点に明確に現れる全運動量保存により、これ以外のA+

p への寄与は無いことが簡単にチェックで

きる。全系が最初に状態 |g, p; kL〉にあるために、ダイアグラム aと bは振幅 〈g, p; kL|ψin〉 = cp/
√

2
倍され、一方、ダイアグラム cは 〈g, p+ 2h̄kL;−kL|ψin〉 = −cp+2h̄kL/

√
2倍され、これは A+Fが

最初に状態 |g, p+2h̄kL;−kL〉にあるための振幅である。図 6.2の三つのダイアグラムは同じ終状態
で終わるが、これは異なる初期状態 |g, p; kL〉と |g, p+ 2h̄kL;−kL〉から始まる。これらは式 (6.24)
で与えられる初期状態 |ψin〉が |g, p; kL〉と |g, p+ 2h̄kL;−kL〉の線形結合であることにのみより干
渉する。

ダイアグラム aと bに対しては終状態は同じであるため、Efin −Ein = 0になり、式 (6.9)を用
いる事ができる。ダイアグラム cに対しては

Efin − Ein =
p2

2M
− (p + 2h̄kL)2

2M

= −2h̄kLp

M
− 2h̄2k2

L

M
	 2h̄kLΔp

M

(6.26)

となり、なぜなら式 (6.23)に対応して p ∼ Δp� h̄kLであるからである。δ(T )(Efin −Ein)関数と
ダイアグラム cの寄与を乗じたものは幅 h̄/T を持つ。もし

Efin − Ein 	 h̄kLΔp
M

� h̄

T
(6.27)

だとすると、δ(t) 関数において Efin − Einを 0に置き換える事ができ、ダイアグラム bの場合と
同じ結果 T/2πh̄を得る。式 (6.27)の物理的意味は極めて明確である。このような条件はまた

Δp
M

T � 1
kL

∼ λL (6.28)
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図 6.3: A−
p に寄与する過程で、VAF に関して二次の次数までのものを表す (ファインマン)ダイア

フラム。

と書き表せ、これは T があまり長くてはならず、このため T の間波束の空間的な広がり ΔpT/M
がレーザーの波長 λLに比べて引き続き小さい事を意味する。そうでない場合は、もはや原子は節

x=0において局在しているとみなせなくなる。
図 6.2の三つのダイアグラムに関連する振幅の計算は 6.2節に示したものと非常によく似ている。

VAF の行列要素は、分母のエネルギーと同様、似ている。この節では運動量拡散係数に興味があ

る。これは 5.2.3節の結果から Γ ′に比例する。このため、式を簡単にするため、

δ = 0 → δ′ = 0 (6.29)

を仮定する。これから A+
p に対して次のような結果が導かれる。

A+
p =

1√
2
cp − 1√

2
cp
Γ ′Γ
2

+
1√
2
cp+2h̄kL

Γ ′Γ
2

=
1√
2

[
cp −

Γ ′Γ
2

(cp − cp+2h̄kL)
]
,

(6.30)

ここで一行目の第一項、二項、三項はそれぞれ図 6.2のダイアグラム a、b、cに対応する。
Δp → ∞、cp − cp+2h̄kL → 0の極限において、A+

p はもはや T に依存しない。このような結果

は、節に完全に局在する原子に対しては (Δx ∼ h̄/Δp→ 0)、ダイアグラム bと cの寄与の間の干
渉は完全に打ち消し合うことを意味し、これは完全に光子の吸収を抑制する。実際には Δpは無限
大にとることはできない。なぜならそうなると |ψA〉のノルムが無限になってしまうからである (条
件 (6.27)も見よ)。cp − cp+2h̄kL を

ε =
h̄kL

Δp
∼ Δx

λL
(6.31)

のべきで展開することにより、式 (6.30)を

A+
p =

1√
2
cp

[
1 + Γ ′T (h̄kL

c′p
cp

+ h̄2k2
L

c′′p
cp

+ · · · )
]

(6.32)

と変換することができる。状態 g, p;−kL〉に残り続けるための振幅A−
p は同じ行に沿って解析でき

る。図 6.3に図 6.2のそれと似た干渉する散乱振幅が与えられている。
同様に、式 (6.30)と (6.32)に対応する式は

A−
p = − 1√

2
cp +

1√
2
cp
Γ ′Γ
2

− 1√
2
cp−2h̄kL

Γ ′Γ
2

= − 1√
2
cp

[
1 − Γ ′T (h̄kL

c′p
cp

− h̄2k2
L

c′′p
cp

+ · · · )
] (6.33)
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となる。式 (6.32)と (6.33)を合わせると、最終的に VAF と εの二次の次数で時間 T におけるA+F
の状態ベクトルが得られる。

|Ψ(T )〉 =
∑

p

cp|g, p〉

⊗
{

+
1√
2

(
1 + Γ ′T h̄kL

c′p
cp

+ Γ ′T h̄2k2
L

c′′p
cp

)
|kL〉

− 1√
2

(
1 − Γ ′T h̄kL

c′p
cp

+ Γ ′T h̄2k2
L

c′′p
cp

)
| − kL〉

}
+ ±kL以外のモードを含む状態

(6.34)

式 (6.34)の第 3行までは初期分布状態 {|g, p;±kL〉}に対する |ψ(T )〉の部分空間 E0への射影を与

える。

6.3.3 物理的な考察

式 (6.34)において明らかに示されるように、時間T 後に原子の状態 |g, p〉は光子状態 |ψF (p, T )〉と
相関を持つようになる。これは pとTに依存し、式 (6.34)のかっこの中の式で与えられる。|ψF (p, T )〉
は c′p/cpおよび c′′p/cpを通して pに依存するため、|ψ(T )〉の E0 への射影 (式 (6.34)の最初から三
行めまでに与えられている)は原子の状態と光子の状態の積としては書くことができない。これら
の相互作用の結果、原子と場の間に量子相関が現れている。

|ψF (p, T )〉のノルムの二乗は VAF と εの二次の次数までにおいて、

〈ψF (p, T )|ψF (p, T )〉 = 1 + 2Γ ′T h̄2k2
L

c′′p
cp

(6.35)

と与えられる。式 (6.35)において h̄2k2
Lc

′′
p/cpは (h̄kL/Δp2)2 = ε2と同じオーダーで、このため光

子の吸収は εの二次のオーダーにのみ現れる。このような結果は明確な物理的意味を持っている。

その有限の空間幅Δxによって、原子の波束は距離Δxに渡って節の近傍を探っており、そこはも
はや強度はゼロではなく、sin2 kLΔx ∼ k2

LΔx2 ∼ h̄2k2
L/Δp

2 = ε2に比例している。

もし εの一次のオーダーに限定すれば、|ψF (p, t)〉は

|ψF (p, T )〉 =
1√
2

(
1 + Γ ′T h̄kL

c′p
cp

)
|kL〉 −

1√
2

(
1 − Γ ′T h̄kL

c′p
cp

)
| − kL〉 (6.36)

と書き表され、T が増加してもそのノルムは 1のまま一定に保たれる。εの一次のオーダーにおい
ては光子の吸収は起きないという事は入射光に何も起きないということを意味するのではない。式

(6.36)よりモード +kL(−kL)に光子がある確率 P+(P−)は時間的に P±(0)から P±(T )に変化する
ことが分る。

P±(0) =
1
2
→ P±(T ) =

1
2
± Γ ′T h̄kL

c′p
cp

(6.37)

+kL または −kLのモードの一つが占有される確率は増加し、これに対してもう一方のモードが占

有される確率は同じ量だけ減少する。このような現象は入射光子の二つの初期分布モード ±kL 間

における”再分配”に相当し、場の平均運動量の変化 δpF をもたらし、これは

δpF = 2h̄kL

(
Γ ′T h̄kL

c′p
cp

)
= 2Γ ′T h̄2k2

L

c′p
cp

(6.38)
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図 6.4: 原子の運動量分布。矢印は相関した再分配によってこのような運動量分布がいかに変化す
るかを示している。

と与えられる。全運動量の保存により、相当する平均原子運動量の変化 δpAは

δpA = −δpF = −2Γ ′T h̄2k2
L

c′p
cp

(6.39)

と与えられる。

式 (6.37)によって表される光子の再分配の非常に重要な性質は、これが原子の運動量 pに依存

することである。ここでこのような相関した再分配によっていかにして節で起こる大きな運動量拡

散を説明できるかを示す。図 6.4は pに対する初期運動量分布 c2pを示す。これらの変化は cpのそ

れに似ており、それは cpが実数で正と仮定しているからである。pの正の値を考える。ここでは

c′p/cpは負である。式 (6.39)はこのような pの値に対しては、相関した再分配過程は pの正の変化

δpAをもたらし、これは図 6.4で右向きの矢印で表されている。同様に、式 (6.39)より p < 0に対
しては pの負の変化 δpAがある (図 6.4の左向きの矢印)。δpAは pの奇関数なので、この解析から

原子の運動量分布は相関した光子の再分配によって全体的なシフトは無しに広がるという結論が得

られる。

先の議論はもっと定量的にすることが可能である。pA = pの運動量を持つ原子に対して、pAの

変化 δpAは p2
Aの分散をもたらし、これは

δ(p2
A) = 2pAδpA = 2pδpA = −4Γ ′T h̄2k2

Lp
c′p
cp

(6.40)

と与えられる。式 (6.40)を pA = pを中心に平均化を行うため、式 (6.40)に確率 c2pdpをかけ、pA

は pから p+ dpの値をとり、pを中心に積分すると、

δp2A =
∫ +∞

−∞
δp2Ac

2
pdp = −4Γ ′T h̄2k2

L

∫ +∞

−∞
pcpc

′
pdp. (6.41)

が与えられる。部分積分と c2pが規格化されることにより、最終的に

δp2A = 2DT (6.42)

が与えられ、ここで運動量拡散Dは式 (6.15)と (6.21)より

D = h̄2k2
LΓ

′ = h̄2k2
LΓ

s0
2

= h̄2k2
LΓ

smax

4
(6.43)

と与えられる。これは式 (5.58)で与えられるGordon–Ashkin等による節における値と定量的に一
致する。この節を終えるにあたって定在波の節にある原子の振る舞いに関して得られた結果を要約

する。
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(i) +kLと −kLの 2モード間の光子の再分配があり、これは光子の吸収よりも重要である。なぜ
ならこれは ε = Δx/λの (二次の代わりに)一次のオーダーであるからである。

(ii) δ′ではなく Γ ′に比例するこの再分配は原子の反動的な応答ではなく、散逸的な応答に関係
する。

(iii) 全体的に、この再分配は pAではなく p2
A を変化させる。これは平均がゼロの力を持つ運動

量拡散をもたらす。

(iv)この再分配は原子の運動量と相関がある。p2
Aの増加率が Δx ∼ h̄/Δp→ 0とすると消えない

事はこの再分配によって説明される。δp2A = 2pAδpAを与える式 (6.40)において、pAが Δpの増加
に伴って比例的に Δpまで増加するという事が δpAの減少を相殺している。この δpAは式 (6.39)よ
り、c′p/cp ∼ 1/Δpのように変化する。この相殺によってΔpに依存しない拡散係数Dが導かれる。

最後にこの節の議論によって原子–場の相関の重要性が明確に示されていることを記しておく。こ
の相関は全系 A+ F の状態ベクトルの式 (6.34)にはっきりと現れている。しかしこれは Aの換算

した時間発展のみを記述するマスター方程式を基にした通常の取り扱いがこれらの相関を無視し

ているということではない。これらはマスター方程式の微分において考慮されている。これらが式

(6.34)中に暗示的ではなく明示的に現れていることは節において Dがゼロにならない物理的な効果

をここで示した取り扱いにおいてより簡単に同定することが可能であることの説明になっている。

6.4 定在波中の全ての点にある原子

3.4節において不均一な光の中にある原子が感じる双極子力は光を形成する多くの平面波の間の
光子の再分配による反動力であることを言ってきた。この章で表した定式化は再分配過程を調べる

のに非常に良く適しているため、定在波の任意の位置、特に腹にある原子に対してこれを適用しよ

うとすることは興味がある。これによって双極子力を引き起こす再分配と先の節において解析した

相関のある再分配の間に存在する違いを説明することが可能になるだろう。新しい見方は腹におけ

る運動量拡散に寄与する各種の過程や、共鳴蛍光における非ポアソン効果の起源を得ることがで

きる。

6.4.1 原子の初期状態

ここで原子の波束 ψ̃(x)を考える。これは 6.3.1節の波束 ψ(x)と同じものであるが、ここでは x0

だけ平行移動しており、このため x0の周りに良く局在していることを表している。

ψ̃(x) = ψ(x− x0) (6.44)

式 (6.44)のフーリエ変換をとることにより

|ψ̃A〉 =
∑

p

c̃p|g, p〉 =
∑

p

cpe
−ipx0/h̄|g, p〉 (6.45)

が導かれ、これは式 (6.22)を置き換える。|ψ̃A〉の平面波による展開係数 c̃pはもはや実数ではない。

初期光子状態 (6.20)は変化せず、定在波モード sin kLxの基本的な励起を記述する。
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6.4.2 時間Tにおける状態ベクトル A+F に対する新しい表現

ここでは双極子力に興味があるため、これは δ = 0において無くなるため、δ = 0はもはや仮定
しない。このため式 (6.29)は

δ �= 0 → δ′ = δ
s0
2

�= 0 (6.46)

と置き換えられる。

式 (6.30)、(6.32)および (6.33)を導く全ての計算は、

cp → c̃p = cpe
−ipx0/h̄

Γ ′

2
→ Γ ′

2
+ iδ′

(6.47)

と置き換えを行えば変わらない。これから時間 T における A+Fの状態ベクトルを与える式は式
(6.34)と同じ構造

|Ψ(t)〉 =
∑

p

c̃p|g, p〉 ⊗ |ψF (p, T )〉

+ ±kL 以外のモードを含む状態
(6.48)

を持つ。ここで光子状態 |ψF (p, T )〉は式 (6.36)を一般化する式によって与えられる。置き換え (6.47)
は |+ kL〉と | − kL〉の係数の実部を変え、これは光子の吸収および再分配が x = 0と x = x0で異

なる事を意味する。虚部もこれらの係数に現れるが、これはエネルギーのシフトを表す。ここでは

これらの虚部は調べないことにする。そのかわり吸収および再分配の変化に焦点をあてることにす

る。|ψF (p, T )〉における |+ kL〉と | − kL〉の係数の実部のみが保存されているとすると、VAF の二

次、εの一次の次数で、

|ψF (p, T )〉 =

+
1√
2

[
1 − Γ ′T sin2 kLx0 + 2h̄kLδ

′T
c′p
cp

sin 2kLx0

+δ′T sin 2kLx0 + h̄kLδ
′T
c′p
cp

cos 2kLx0

]
| + kL〉

− 1√
2

[
1 − Γ ′T sin2 kLx0 + 2h̄kLδ

′T
c′p
cp

sin 2kLx0

− δ′T sin 2kLx0 − h̄kLδ
′T
c′p
cp

cos 2kLx0

]
| − kL〉

+ 虚数項 (6.49)

が得られる。式 (6.49)において c′p/cpに依存しない項は ψ(T )〉の式 (6.48)における因数分解され
た原子–光子状態を導く。なぜならこれらは pに依存しない (原子状態 (6.45)は因数分解によって
外に出すことができる)。これに対して、c′p/cpに比例する項は pに依存し、分離することができな

い量子相関を含む”絡み合った”原子–光子状態を導く。
式 (6.49)より、t = T において光子がモード +kL(−kL)にある確率 P+(T )(P−(T ))は

P±(T ) =
1
2
− Γ ′T sin2 kLx0 + 2h̄kLδ

′T
c′p
cp

sin 2kLx0

± δ′T sin 2kLx0 ± h̄kLΓ
′T
c′p
cp

cos 2kLx0

(6.50)
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と与えられる。P+(T )と P−(T )の和は入射光子が初期分布の二つのモード ±kLの内の一つに生き

残る確率 P (T )を与える。

P (T ) = 1 − 2Γ ′T sin2 kLx0 + 4h̄kLδ
′T
c′p
cp

sin 2kLx0 (6.51)

最後に P+(T )に +h̄kLをかけ、P−(T )に −h̄kLをかけ、さらに二つを足すと、時間 T 後の場の平

均運動量の変化 δpF が与えられ、これはまた −δpAに等しい。ここで δpAは原子の運動量の変化

である。

δpF = 2h̄kLδ
′T sin 2kLx0 + 2h̄2k2

LΓ
′T
c′p
cp

cos 2kLx0 = −δpA (6.52)

6.4.3 入射光子の吸収

入射光子の消失は式 (6.51)いよって表される。式 (6.51)の最終項は原子の運動量 pに相関のあ

る吸収を記述しているが、これは c2pdpを乗じて pで積分するとおｓの寄与はゼロになる。これは

εの一次の次数で、Δx ∼ h̄/Δp→ 0の極限においてゼロになる。
式 (6.51)の最初の項が残されているが、これは x0における吸収確率 Γ ′(x0)を導き、これは

Γ ′(x0) = 2Γ ′ sin2 kLx0 = Γ
s(x0)

2
(6.53)

と与えられる。ここで Γ ′ = Γs0/2(式 (6.15a)を見よ)と sxの式 (6.21)を用いている。結果 (6.53)
は x0にある原子に対して飽和パラメータが sx0 の時に得られる通常の吸収確率と一致する。

6.4.4 非相関再分配と双極子力

式 (6.52)における c′p/cp に依存しない項は c′p/cp に依存しない項からくる。これは P+(T ) と
P−(T )における符号と逆である。これらの項はモード +kLと −kLの間の再分配を表し、これは反

動的 (δ′に比例)で原子の運動量 pには相関が無い。これらは平均的な力 F

F =
δpA

T
= −h̄kLδ

′ sin 2kLx0 (6.54)

を起こし、これはまた

F = − d

dx0
h̄δ′(x0) (6.55)

と書き表すこともできる。ここで

h̄δ′(x0) = 2h̄δ′ sin2 kLx0 = h̄δ
s(x0)

2
(6.56)

は x0における基底状態の光シフトである。このような力はポテンシャルから導き出される通常の

双極子力そのものである。このポテンシャルは強度が低い時においては基底状態の光シフトエネル

ギーに一致する

式 (6.52)において c′p/cpに比例する項は再分配を表し、これは散逸的で (Γ ′に比例し)、また p

と相関がある。このような再分配は先の 6.3節において学んだものと同じものであるが、δpF が
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cos 2KLx0 倍されている点だけが異なる。これは節においては+1に等しいがそれ以外では負の値
になりうる。これよりこのような相関のある再分配は 6.3節で示したような原子の運動量分布を広
げる代わりに狭くすることができる。これに対応する”拡散係数”は

Dcorrel.red. = h̄2k2
LΓ

′ cos 2kLx0 (6.57)

と書き表される。

6.4.5 全運動量拡散係数

p2
Aの変化 p2

Aは式 (6.57)を導く相関した再分配からだけでなく吸収過程からももたらされる。
P+(T )の展開 (6.50)より、T の間に (モード −kLには再分配されずに)モード +kLの光子が一

個吸収される確率は Γ ′T sin2 kLx0に等しい。このような吸収過程においては原子の運動量は pか

ら p+ h̄kLに変化し、p2の分散は h̄2k2
L + 2ph̄kLに等しい。同様にモード −kLの光子が同じ確率

Γ ′T sin2 kLx0で吸収されると (式 (6.50)を見よ)、p2の分散は h̄2k2
L − 2ph̄kLに等しくなる。これ

から p2の吸収過程による平均変化は

δp2A = Γ ′T sin2 kLx0[h̄2k2
L + 2ph̄kL + h̄2k2

L − 2ph̄kL]

= 2T h̄2k2
LΓ

′ sin2 kLx0

(6.58)

と与えられ、これは 2DabsT と書き表され、ここで

Dabs = h̄2k2
LΓ

′ sin2 kLx0 (6.59)

は吸収に関連する拡散係数である。

式 (6.57)と (6.59)の足し合わせによりレーザー光の場に関係する全拡散係数 Dlas が与えられ

る∗。

Dlas = h̄2k2
LΓ

′ cos2 kLx0 = h̄2k2
LΓ

′ smax

4
cos2 kLx0 (6.60)

ここで Γ ′ = Γs0/2という関係を用いた。このような結果は Gordon–Ashkinの結果 [8]と一致する。
定在波においては、これを形成する対向する光のそれぞれに吸収される光子数の平均N+ = N−を
考え、N+ −N−がポアソン統計に従うランダム変数であることを仮定することにより式 (6.59)が
得られる事が容易に確かめられる。この節によって導出された結果から、定在波の節にある原子の

奇妙な振る舞いを与える相関する再分配はまた N+ −N−の揺らぎにおけるポアソン統計の補正も
与えることが示される。

6.5 定在波中の原子の運動

ここで原子の波束が群速度 v0 = p0/M を持っていると仮定する。このため運動量空間において

運動量分布は 6.3節においは 0であったが、これに代わりに p0を中心としている。この最終節に

おいてこの p0がゼロでないことに起因するいくつかの物理的効果を調べる。

∗6.4.4節で調べた無相関の再分配は Dlas には寄与しない。なぜなら対応する変化 δp2A は T ではなく T 2 に比例する
からで、また 2pδpA の pに対する平均は pと δpA の相関が無い場合、ゼロになるからである。
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前節における式において最初に導入するべき変更点は式 (6.11)において与えられているエネル
ギーの分母Dに関するもので、これは図 6.1、6.2、6.3のダイアグラム bに相当する。ドップラーシ
フト −h̄kLp/Mは −h̄kLp0/Mを中心に h̄kLΔp/M の範囲で変化する。引き続き h̄Γ との比較にお

いて h̄kLΔp/M (そして h̄2k2
L/2M )が無視できる。しかし平均ドップラーシフト −kLp0/M = kLv0

は自然幅 Γ に比べて必ずしも小さくはない。式 (6.13)においてこれを残しておく必要があり、こ
れは

D = h̄

(
δ − kLv0 + i

Γ

2

)
(6.61)

となる。同様の考察によって図 6.2、6.3のダイアグラム cに関連するエネルギーの分母は式 (6.61)
の −kLv0を +kLv0に置き換えたものに等しい事が示される。エネルギーの分母の項のこれらの変

更の結果、式 (6.15)で与えられるパラメータ Γ ′と δ′の v依存性が得られ、これは吸収確率 Γ ′お

よび基底状態の光シフト h̄δ′がドップラー効果によっていかに変更されるかを物理的に表している。
v0の値がゼロでないことは図 6.3と図 6.4のダイアグラム cのエネルギー保存を表す δ(T )(Efin −

Ein)関数において重要な役割を果たす (ダイアグラム bに対しては初期状態および終状態が同じ
で、このため式 (6.9)を用いることができる)。式 (6.26)の代わりに、ここでは

Efin −Ein =
p2

2M
− (p+ 2h̄kL)2

2M

= −2h̄kLp

M
− 2h̄2k2

L

M
	 −2h̄kLv0

(6.62)

となる。ここでダイアグラム cの寄与に現れるデルタ関数を Efin − Ein = 0 の場合ではなく、
Efin −Einが (6.62)の値において評価してみる。この値は v0が十分大きいときにはデルタ関数の

幅 h̄/T よりも大きくなりうる。より正確には、もし

h̄kLv0 � h̄/T (6.63)

とすると、ダイアグラム cの寄与は bに比べて無視できるようになり、cは省略可能である。条件
(6.63)はまた

v0T � 1/kL = λL (6.64)

と書き表せ、これは相互作用時間 T の間、原子がレーザー波長 λL の数倍程度動く事を意味する。

原子は λL 以上に渡って空間的に平均化した力を受けることになる。

先の結果は数 λL 以上に渡って平均化した放射力はもはや前方散乱と後方散乱の振幅の干渉効果

には敏感ではなくなる事を示している。前方散乱の振幅のみが入射光と干渉可能である。もし空間

的に平均化した力にのみ興味がある場合には、低い強度においてなぜ二つの光の効果を独立に足し

合わせることが可能であるかがこのようにして理解できる。二つの光に対してそれぞれのドップ

ラーシフトの符号が反対であるため、吸収確率は異なり、ドップラー効果による二つの放射圧の間

の不均衡の結果としてドップラー冷却に対する良く知られた物理的描像が得られる。
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7.1 はじめに

先の節において強いレーザー光定在波中の原子の運動に関する結果をいくつか示してきたが、これ

らは明確な物理的な解釈が与えられていなかったように思われる。例えば、任意の離調 δ = ωL−ΩA

に対して、速度が低い極限 (kLv0 � Γ )における空間的に平均をとった速度に依存する力の符号は
レーザー強度に依存する。強度が弱い極限 (s0 � 1)においては、この力は δ < 0に対して制動力
となり、この結果、これは定在波を成す二つの対向する平面波がもたらす放射圧の間のドップラー

効果による不均衡と解釈することができる (6.5節を見よ)。しかし強度が増すと、摩擦力は”非制
動”力に移行し、このような符号の変化はダイアグラムによる方法によっては解釈することができ
ない。なぜなら遷移強度の摂動的な展開は先の 6章で用いたのと似て、もはや収束しない。これ以
外の興味をそそる結果の一例としてはレーザー定在波中に静止する原子の運動量拡散係数に関する

ものがある。これはレーザー平面波の場合に起こるのと反対にレーザー強度を増しても飽和しない

(式 (5.60)を見よ)。この章の目的は強いレーザー光中の原子の運動の異なる理論的取り扱いを示す
ことである。これはこのような予期しない性質に対する簡単な物理的描像を与える。

このような取り扱いは”ドレスド原子”の方法を基にしており∗、これは最初に強いラジオ波と相
互作用する原子を記述するのに導入され [30, 31]、その後、光学領域に拡張され、強く共鳴するま
たは近共鳴するレーザー光線中の共鳴蛍光 [32]–[34]、そして光子相関 [34]–[38] を解釈するのに用
いられた。この方法の原理は 7.2節に簡単に表されているが、これは最初のステップとして先ず”
原子+レーザー光子”全体の系が真のエネルギー準位を持つ孤立した系としてそれぞれ互いに相互
作用しているものとして考える (ドレスド状態)。このような近似は強度が強い極限において正当化
され、これは原子–レーザー光場の結合 VALが原子–真空場の結合 VAV よりもはるかに大きいから

である (図 1.1を見よ)。それから次のステップでは VAV の効果を考慮し、放射緩和機構として記述

する。これは例えばドレスド状態間で良く定義された確率で分布の移動をもたらす。このためこの

方法においては共鳴蛍光がドレスド原子の段階的放射として現れる。

文献 [39]に示されているように、ドレスド原子の方法は動いている原子にも拡張できる。もし
レーザー光の場のモード関数が空間的に変化すると、ラビ周波数、そしてその結果ドレスド状態の

エネルギーは位置に依存するようになり、それぞれのドレスド状態に対して位置依存のポテンシャ

ルエネルギーおよび対応する力を定義することが可能である。Stern-Gerlach効果におけるのと同
様に、ドレスド原子の内部状態に依存する二値を持つ力が得られる。ドレスド状態間にランダムに

起こる自然放出遷移は原子が感じる瞬間的な力の符号をランダムに変化させる [8, 39]。7.3節にお
いていかにしてこのような描像が双極子力の符号、平均値、そして揺らぎの物理的な解釈を与える

かを示す。ここでは定性的な議論に限定することにする。なぜなら定量的な結果は文献 [39]に見出
すことができるからである。

これらの一般的な考え方を強いレーザー光定在波中に動く原子に適用することにより、最後に 7.4

∗ドレスド原子の方法の一般的な解説とその様々な応用は文献 [2]の VI 章と補遺 AV I および VV I を見よ



7.2. ドレスド原子による方法 57

節において新しいタイプのレーザー冷却機構、”シシフォス”冷却を紹介する。このような名称は、
空間的に変調されたポテンシャル曲線中を動く原子がギリシャの神話に現れるシシフォスと同様に

ポテンシャルの丘を下りるよりも上る方が多いことに由来する。またシシフォス冷却の詳しい取り

扱いは文献 [39]に示されており、ここでは物理的な考え方に焦点を置くことにする。最後に第 9章
において異なる状況においてシシフォス機構に再び戻ることにする。ここで扱う強いレーザー光中

の 2準位原子の代わりに、9章ではいくつかの基底状態の副準位を持つ原子が弱いレーザー光中を
動いている場合を考える。

7.2 ドレスド原子による方法

レーザー光場は周波数 ωLの量子放射場の単一モードの擬古典的な励起として扱う。空間的に不

均一なレーザー光中の原子の運動を調べようとしているため、このようなモードは一般的には平面

波ではないが、例えば原子が中にある仮想的な共振器のモードと考えられる。共振器中の原子が”
感じる”局所的な場は実際に感じるものと同じである必要がある (同じ平均値、同じ空間的依存性
...)。また共振器の体積 V は共振器効果による自然放出の変化を避けるため十分大きい必要がある。

レーザーモード Lのハミルトニアン HLは

HL = h̄ωL(a†LaL + 1
2 ) (7.1)

で、ここで a†Lと aLはレーザー光子の生成および消滅演算子である。H の固有状態 |N 〉は

HL|N 〉 = (N + 1
2
)h̄ωL|N 〉 (7.2)

を満足し、ここで N = 0, 1, 2...で、これはモード Lに N 個の光子がある状態を表す。Lの状態はコ

ヒーレント状態と仮定し (文献 [40]および文献 [41]の補遺 GV を見よ)、このため N の平均値 〈N〉
と N の値の 〈N〉近傍での分散ΔN は

ΔN =
√
〈N〉 (7.3)

という関係がある。唯一エネルギー密度 〈N〉h̄ωL/V が物理的意味を持つ。このため 〈N〉/V を一定
に保ったまま 〈N〉と V を非常に大きくとることができる。このような極限においては

〈N〉 � Δ � 1, Γ T, (7.4)

となる。ここで ΓT は時間 T の間に放出される蛍光の光子数のオーダーを与える。

この節においては原子は与えられた点 rにおいて静止しているものと仮定し、最初にこの rにお

けるドレスド状態を導入する。結合が無いと、”原子+レーザー光子”の結合した系のエネルギー準
位は二つの量子数、原子に対しては eまたは g、レーザー光子に対しては Nによってラベルされる。

このような”非摂動”状態は図 7.1において左側に表されいる。レーザー周波数 ωLが原子の遷移周

波数 ωAに近づくと、これらの状態は二次元の空間に一群を形成する ... EN = {|g, N +1〉, |e, N〉}、
EN−1 = {|g, N〉, |e, N − 1〉} ...、ある空間の二準位間隔は h̄δ = h̄(ωL − ωA)となり、二つの隣接す
る空間の間隔は h̄ωLとなる。原子–レーザーの結合 VALは与えられた空間の二つの状態を結び付け

る。例えば、N + 1個のレーザー光子の存在下の基底状態 gにいる原子は一個のレーザー光子を吸

収して励起状態 eにジャンプする。これは VALが EN の二つの状態 |g, N + 1〉と |e, N〉の間にゼロ
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図 7.1: 左側: 組み合わさった”原子–レーザー光子”系の非結合状態で、これは結合が無い場合、良
く分離された二次元の副空間にまとめられる。右側: 原子–レーザーの結合によって生じるドレス
ド状態。

でない行列要素を持つことを意味する。実際、もし N が 〈N〉を中心に ΔN の中で変化すると、

〈e,N |VAL|g, N+〉 =
h̄

2
Ω1(r)eiφ(r) (7.5)

が示され、ここで φ(r)と Ω1(r)はレーザーモードの擬古典的な状態に対応する位相とラビ周波数
である。これらの結合は二つの摂動状態、|1(N )〉と |2(N )〉を (EN に対して)生み出す。これは図
7.1の右辺に示してある。これらのドレスド状態は両方とも非摂動状態 |e, N〉と |g, N + 1〉の線形
結合で、h̄Ωだけ分裂している。ここで Ωは

Ω(r) =
√
δ2 + Ω2

1(r) (7.6)

と与えられる。

ここで自然放出の効果を考える。放射遷移が図 7.1のドレスド状態間に起こる。放出光の周波数
は許容遷移、すなわち原子の双極子演算子 dz の非ゼロの行列要素で結ばれる遷移間の周波数に一

致する。非結合状態の基底においては、dz はレーザーの光子数は変化させず、|e, N〉と |g, N〉を
結合するだけである。EN の両方のドレスド状態 |1(N )〉および |2(N )〉は |e, N〉が混ざっているお
り、また EN−1の両方のドレスド状態 |1(N − 1)〉および |2(N − 1)〉は |g, N〉が混ざっているため、
EN と EN−1の間には四つの許容遷移がある。遷移 |1(N )〉 → |2(N − 1)〉は周波数 ωL + Ωに相当

し、遷移 |2(N )〉 → |1(N − 1)〉は周波数 ωL − Ωに相当し、遷移 |i(N)〉 → |i(N − 1)〉(i = 1, 2)は
両方とも周波数 ωLに相当する。このためドレスド原子の方法は強い共鳴レーザー光線が照射され

た 2準位原子から放出される”蛍光三重項”[42]の直接的な解釈を与える。同様に蛍光において観測
される様々な光子相関の性質がドレスド原子からの”多段階放射”として放出される一連の蛍光光子
を考えることによって簡単に理解できる。このような多段階放射を表すマスター方程式はドレスド

状態を基底にし、極限

Ω(r) � Γ (7.7)

において非常に簡単な形をとる。これは式 (7.6)より等価的に

|δ| � γ または Ω1 � Γ (7.8)
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図 7.2: ドレスド原子のエネルギー準位のガウシアン光線を横切る方向の変化。レーザー光線から
外れると、エネルギー準位は図 7.1の h̄|δ|だけ離れた非結合状態と一致する。レーザー光線中では
ドレスド状態間の分裂は h̄Ω(r) > h̄|δ|である。

となる。条件 (7.7)が満たされれば、ドレスド状態の分布間の結合やコヒーレンス (ドレスド原子の
密度行列の非対角項)を無視することができる。このような”secular近似”は分布数間およびコヒー
レンス間のみを結合し、ドレスド状態間の自然放出確率によって簡単に解釈できる運動方程式を導

く。ドレスド原子の方法は特に (7.7)の極限において良く適用でき、これは蛍光スペクトルにおい
て良く分離した線となることを意味し、また等価的に式 (7.8)より離調が大きい、または強度が大
きい場合に相当する。

7.3 双極子力のドレスド原子による解釈

ここではドレスド原子の方法をレーザー光線の強度勾配に関係する双極子力の解釈に適用する。

不均一なレーザー光線中においてはレーザー光強度は位置に依存する。このため Ω2
1(r)と、この

結果、式 (7.6)に対応するΩ(r)が空間的に変化する。図 7.2にガウス型レーザー光線の径方向のド
レスド状態のエネルギーの変化を表す。レーザー光線以外のところではドレスド準位は裸の状態の

それに一致し、その分裂はまさに h̄δである。レーザー光線中では |1(N )〉または |2(N )〉のそれぞ
れのドレスド準位は |g, N + 1〉と |e, N〉の線形結合で、与えられた空間内の二つのドレスド状態間
の分裂は h̄Ω(r)となり、これは h̄|δ|よりも大きい。
それぞれの空間内で図 7.2のエネルギーダイアグラムはスピン 1/2の磁気モーメントが不均一静
磁場中にある場合のそれと似ている。このため自然放出が無い場合、二値を持つドレスド状態に依

存する力を定義することができ、これはドレスド状態のエネルギーの勾配にマイナスをかけたもの

に等しい。

f1 = −∇E1(N)(r) = −(h̄/2)∇Ω(r),

f2 = +∇E1(N)(r) = −(h̄/2)∇Ω(r) = −f 1

(7.9)

通常のシュテルン–ゲルラッハ効果と同様にドレスド原子の内部状態に依存した力があるが、ここ
では基本的な相互作用は光学的双極子モーメントと不均一なレーザー光電場の間におきる (光学的
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シュテルン–ゲルラッハ効果)。
自然放出の影響は時間的にランダムにドレスド状態のタイプ 1とタイプ 2の間の遷移を引き起こ

す。これは瞬間的な二値を持つドレスド状態に依存した力の符号をランダムに変える。このような

瞬間的な力が二つの正負の値の間で前後するという描像によって双極子力の平均値と揺らぎを簡単

に理解することができる。

最初に力の平均を考える。これは

Fdip = Π1f1 +Π2f2 (7.10)

と書き表され、ここで Πiはタイプ i(i = 1, 2)のドレスド状態に費やす時間に比例する量である。
δ > 0に対しては (図 7.2の場合)、非摂動状態 |g, N + 1〉は |e, N〉よりも高い。なぜなら ωL > ωA

であるからである。そしてドレスド状態 |1(N )〉は |2(N )〉よりも |e, N〉状態が混ざっていないため、
自然放出に関してはより安定である。これから Π1 > Π2が得られ、原子はタイプ 2よりタイプ 1
のドレスド状態により多く存在する。結論として、δ > 0に対しては力の平均の符号は準位 |1(N )〉
に対応する符号と同じある。原子は光強度の大きな領域からはじき出される。δ < 0に対しては、
結果は反対になる。ドレスド状態 |2(N )〉はレーザー光線の外で |g, N + 1〉と結びつき、|1(N )〉よ
りも多く分布し、その符号は原子が強度が大きな領域に引き寄せられるような平均双極子力となる

ように決まる。最後に、δ = 0に対しては、二つのドレスド状態は同じ量だけ |e, N〉が含まれ、等
しく分布し (Π1 = Π2)、このため力の平均はゼロになる。このようにしてどうして双極子力の平均
の離調 δ = ωL − ωAに対する変化が分散形になるかが理解できる。上記の議論は定性的なだけで

なく定量的なものでもある。もし Π1と Π2を各ドレスド状態間の自然放出確率を与えるマスター

方程式から計算し、それらの値を式 (7.10)に代入すれば、双極子力の平均が (Γ/Ωの最低次の次数
で)厳密に求められる [39]。
ここで瞬間的な力 F が f 1 と f 2 = −f 1 の間で交互に変化することによる揺らぎがもたらす

運動量拡散係数のおおよその大きさを求めてみる。議論を簡単にするため、δ = 0の共鳴の場合
を考える [8, 39]。このような場合、両方のドレスド状態は等しく分布し、F= 〈F 〉 =0となる。
δF=F−〈F 〉 =F の相関関数 C(τ)の τに対する変化、これは 〈F (t)·F (t− τ )〉に等しいが、これを
図 7.3に示す。τ = 0の時、C(0) = 〈F 2〉は

C(0) = 〈f2
1〉 = 〈f 2

2〉 = (h̄2/4)∇Ω2
1 (7.11)

という値をとる。その後 C(τ)は F (t)の相関時間 τcorrである特性時間で減衰する。この相関時間

は自然放出によってドレスド状態が変化する平均時間と同じオーダーである。このような時間は

2/Γ のオーダーである。C(τ)の 0から +∞までの積分は式 (5.36)から運動量拡散係数Ddipの大

きさのオーダーを与えるものであるが、これは

Ddip ∼ C(0)τcorr ∼ h̄2

4
∇Ω2

1

2
Γ

(7.12)

のオーダーである。このような見積もりは定在波に対する式 (5.60)で与えられる結果と一致する。
なぜなら定在波においては ∇Ω1 ∼ kLΩ1であるからである。ドレスド原子の描像を基にし、δ = 0
の共鳴する場合に限定されない C(τ)とDdipのより定量的な計算が文献 [39]に見出すことができる。
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図 7.3: 瞬間的な双極子力の相関関数 C(τ)の τ に対する変化。

7.4 強いレーザー定在波中の原子の運動–シシフォス冷却

強い定在波中の原子の運動は何人かの人によって研究されている [8, 14, 15, 39][43]-[45]。この節
ではドレスド原子の方法を基に、この問題の物理的な洞察を与える物理的な描像を示す。

平面定在波中、x軸に沿ってラビ周波数 Ω1(x)は xの周期的関数である。

Ω1(x) = 2Ω1 sin kLx (7.13)

これらの分裂は式 (7.6)と (7.13)によって与えられるため、これから与えられた空間内の二つのド
レスド状態は空間的に周期的に振動することが分る。

h̄Ω(x) = h̄

√
δ2 + 4Ω2

1 sin2 kLx (7.14)

図 7.4は正の離調に対するこれらのドレスド状態を表す (点線)。定在波の節においては (z =
0, λ/2, λ...)、Ω1(x)は無くなり、二つのドレスド状態 |1(N )〉と |2(N )〉はそれぞれ h̄δだけ離れて

いる非摂動状態 |g, N + 1〉と |e, N〉(点線)に一致する。節以外では Ω1(x)がゼロでなく、ドレスド
状態は |g, N +1〉と |e, N〉の線形結合となり、腹 (z = λ/4, 3λ/4...)、すなわち Ω1(x)が最大になる
点においてこれらの分裂は最大になる。7.2節で見てきたように、準位 |1(N )〉または |2(N )〉にい
る原子は自然放出光を出して準位 |1(N − 1)〉または |2(N − 1)〉に緩和する。鍵となる点は以下の
ことである。定在波中では波動関数の x依存性によりこのような自然放出過程の各種の確率は空間

的に変化することである。例えばもし δが正で、原子が準位 |1(N )〉にいるとすると、その減衰確
率は |1(N )〉 = |g, N + 1〉となる節においてゼロになり、|1(N )〉中の |e, N〉の含まれる割合が最大
になる腹において最大になる。反対に準位 |n(N )〉にある原子に対しては節において減衰確率が最
大になり、ここは |2(N )〉と |e, N〉が一致するところである。
今ここで、先の考え方によって通常のドップラー冷却の場合 (弱い定在波)とは反対に δが負の

強い定在波中でなぜ原子が減速されるのかが理解できる。例えば準位 |1(N + 1)〉(図 7.4の実線)に
おいて定在波の節からスタートした動いている原子の”軌跡”を追うことができる。この谷底からス
タートすると、原子は頂上 (腹)に達するまで丘を上り、頂上では減衰確率が最大になる。この原
子は準位 |1(N )〉 (これは自然放出光による反跳を無視すれば力学的には何も変化しない)か |2(N )〉
のどちらかに量子ジャンプする。後者の場合、原子は再び谷底にある。また新しい頂上 (腹)である
最も不安定な点に達するまで再び上ることとなり、これがまた続く、、、原子の速度がこのような過

程において減速されるのは明らかで、なぜなら原子は平均的に”下り坂”よりも”上り坂”にいる場合
の方が多いからである。このような方法はシシフォスの神話を実際にミクロなスケールで実現した
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図 7.4: 正の離調 (δ > 0)の光による強い定在波中のレーザー冷却。破線はドレスド原子のエネル
ギー状態の空間的な変化を表し、これは節では非摂動準位 (点線)と一致する。実線はゆっくり動く
原子の”軌跡”を表す。ドレスド状態の波動関数の空間的な変化により、ドレスド状態 1(2)に対して
は腹 (節)において自然放出がより多く起こる。二つの自然放出 (垂直方向の波線)の間においては、
原子は平均的に丘を下りる部分よりも上る部分により多く遭遇し、このため原子は減速される。

ものと考えることができる。原子が丘を上る場合はいつでも自然放出によって谷底に押し戻され、

再び上らなくてはならなくなる。

このような方法は原子におよぼす力の速度依存性に関する定量的な結論を導くのに用いられた

[39]。速度が非常に低い場合 (kKv0 � Γ )、通常の放射圧によるモラセスに比べてはるかに大きな
傾きを持つ速度依存性が得られる (その係数は Ω1/Γ のオーダー)。その力は速度 kLv0 ∼ Γ の時に

最大値に達する。言い換えれば、これは図 7.4において二回の自然放出の間に原子が波長程度進む
ような状況である。重要な点はこの摩擦力の大きさがドレスドエネルギー準位の変調の深さ、すな

わちラビ周波数 Ω1に直接関係しているということである。この結果、この力はレーザー強度の増

加におおよそ比例して増加する。最大値を越えると、すなわち kLv0が Γ に比べて大きくなると、

この力は v−1
0 で減少する。最後には非常に大きな速度に対して共鳴が現れ、これはそれぞれの空間

の二つのドレスド状態間の非断熱的な Landau–Zener遷移によるものである [45]。
この解析を終わるにあたって、このシシフォス効果に関連する冷却仮定におけるエネルギー–運動
量の平衡を議論することは有益である。二つの自然放出過程の間では原子の全エネルギー (運動+
ポテンシャル)は保存される。原子が丘を登るとき、その運動エネルギーは二つの対向する光の間
の光子で Ω1の確率で再分配を起こす誘導放出過程によってポテンシャルエネルギーに変換される。

原子の運動量はこのためレーザー光子へ移行する。全原子のエネルギーは自然放出過程によって散

逸され、これは原子のポテンシャルエネルギーの一部を持ち去る。

最後に、正に離調した強いレーザー光の定在波中に現れる大きな速度依存性があるこれらの力

は Cs 原子線の横方向の速度広がり Δv を冷却するのに用いられたことを述べておく [47]。もし
kΔv ∼ Γ だとすると、冷却効率は非常に高くなり、通常のドップラー冷却に必要とされるもよりも

はるかに短い相互作用距離でよい。さらにもし定在波に沿った原子の運動エネルギーが図 7.4のポ
テンシャルの丘の高さよりも小さいと、原子は定在波の節または腹の辺りに閉じ込めことができ、

これは離調 δの正負に依存する。このような原子の”チャンネリング”は文献 [46]で最初に予言され
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たが、これは実験的に Cs原子において観測された [48]。これは光の波長サイズの領域に中性原子
を閉じ込める最初の実験である。
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8.1 はじめに

このコースの第 II部は基底状態に複数の副準位を持つ原子に充てる。より正確には Jg と Jeに

等しい角運動量を持つ 2準位 gと e間を結ぶ原子の遷移を考え、Jg �= 0を仮定する。概論 (第 1章)
において示唆したように、このような状況は非常に効率が高い新しい冷却機構を生み出し、ここで

これを解析してみたい。

長い間知られてきた二つの物理的な効果が新しい冷却機構において重要な役割を演じる。最初の

効果は光ポンピングで、これは吸収–自然放出のサイクルによって g の副準位 gμから他の副準位

gμ′ へ原子が移行するものである。二番目の効果は基底状態副準位のエネルギーシフトで、これは

一般的にある副準位が他の準位と異なるエネルギーになり、これが光強度に比例するものである。

このようなシフトは光シフト、または AC–Starkシフトと呼ばれる。今までは、これらの影響は原
子の内部自由度におけるダイナミックスとのみ結び付けて考えてきた。極最近、これらの効果が原

子の並進運動の自由度におけるダイナミックスに非常に重要な役割を果たしている事が分った。こ

の章では、この先の章で議論される新しい冷却機構を理解するのに必要な光ポンピングのいくつか

の性質と光シフトを思い起こす事が有用であると考えた。

8.2節において原子の密度行列 σの運動方程式と 2章において導入した 2準位原子に対する力の
平均の式を多準位原子に一般化することから始める。次に 8.3節において低い強度および低速度の
限界 (s� 1, kLv0 � Γ )においてこれらの式が非常に簡単にすることができることを示す。この極
限はまさに新しい冷却機構が最も効率が高くなる条件である。二つの異なる時間スケール、eの放

射寿命 τRと gにおける光ポンピング時間 τP は τP � τRであるが、これは全ての速い変数を断熱

的に取り除くことを可能にし、基底状態の密度行列のみを含む運動量方程式が得られる。このよう

な運動方程式は二種類の項を含み、一つは gにおけるハミルトニアンの時間発展と光シフトを記述

する項で、もう一つは光ポンピングによる g内の緩和を記述する項である。この二種類の項の物理

的な意味をそれぞれ 8.4および 8.5節において解析する。最後に 8.6節において s � 1, kLv0 � Γ

の限界において力の平均の新しい式を議論し、基底状態の副準位の光シフトとこれらの準位からの

吸収確率にそれぞれ関係する二種類の項を同定する。
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8.2 多準位原子に対する基本方程式

8.2.1 近似

2.5節において示したように重心の位置演算子 Rを複素数 r=r0+v0tに置き換える半古典的な

記述を用いる。Pg(Pe)を g(e)の各ゼーマン副準位によって作られる副空間への射影とする。

Pg =
+Jg∑

μ=−Jg

|Jgμ〉〈Jgμ|,

Pe =
+Je∑

μ=−Je

|Jem〉〈Jem|.

(8.1)

原子の密度行列 σは

σ = σgg + σge + σeg + σee (8.2)

と書き表され、ここで

σab = PaσPb (8.3)

で、a, b = eまたは gである。ここで σabは演算子で複素数ではないことを記しておく。二つの演

算子 σgg と σeeは正方行列によって表される。これらの対角成分は g と eの各ゼーマン副準位の

分布数を与える。一方、非対角項は eと gの各副準位間にあるゼーマンコヒーレンスを表す。最後

に、σgeと σeg = σ†
geは eの副準位の一つと gの副準位の一つの間の非対角項からなる長方形行列

によって表され、これは”光コヒーレンス”と呼ばれる。
式 (2.10)を一般化する原子–レーザーの相互作用ハミルトニアン VALの新しい式は

VAL = −d+ ·E+
L (r)e−iωLt − d− ·E−

L (r)e+iωLt (8.4)

と与えられ、ここで

d+ = PedPg, d− = PgdPe (8.5)

で、E+
L(r) (E−

L (r))はレーザー電場の正 (負)の周波数成分である。

EL(r, t) = E+
L (r)e−iωLt +E−

L (r)e+iωLt (8.6)

式 (2.10)と同様に、回転波近似を用いた。
次に続く議論において便利なように原子の内部自由度の演算子 G±(r)を導入する。これは

h̄G±(r) = d± ·E±
L (r) (8.7)

と定義される。また無次元の双極子演算子 d̂
±
を次のように定義する。

ε± = ∓ 1√
2
(εx ± iεy), ε0 = εz (8.8)

を偏光ベクトルの球座標を基底にしたものとし、これはそれぞれ σ±と π偏光に対応する。Wigner-
Eckart理論 (文献 [49]、XIII章)をベクトル演算子 d+に適用することにより

〈Jem|εq · d+|Jgμ〉 = D〈Jem|Jg1μq〉 (8.9)
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が与えられ、ここで 〈Jem|Jg1μq〉は Clebsch-Gordan係数である。また Dは換算行列要素で、こ
れは eと gの相対位相を適当に選ぶ事によりいつでも実数にすることができる。またこれは磁気量

子数m、μと qには依存しない。行列要素 εq · d̂
+
がちょうど Clebsch-Gordan係数になるように

d+ = Dd̂
+

= (d−)† (8.10)

とおくこととする。また rにおける偏光ベクトル ε(r)を導入し、

EL(r) = 1
2ε(r)EL(r) (8.11)

ここで振幅 EL(r)を実数とする。偏光ベクトル (一般的に複素数)ε(r)は規格化される。

ε∗(r) · ε(r) = 1 (8.12)

Dと EL(r)より、最終的に rにおけるラビ周波数

h̄Ω1(r) = −DEL(r), (8.13)

が定義でき、これは振幅 EL(r)のレーザー光によって励起された時の Clebsch-Gordan係数が 1の
遷移のラビ周波数に相当する。

8.2.2 光ブロッホ方程式の演算子形式

式 (2.42)を一般化する基本運動方程式はここで演算子の形式で

σ̇ab = − i

h̄
Pa[H int

A + VAL, σ]Pb +
(
d

dt
σab

)
sp

(8.14)

と書き表される。ここで VALは式 (8.4)において与えられており、また

Hint
A = h̄ωAPe (8.15)

である。

式 (8.14)の最終項は自然放出による減衰を表す。励起状態の密度行列 σeeおよび光コヒーレンス

σegと σgeに対しては式 (2.43.a)、(2.43.c)と (2.43.d)と同じ形式である。自然放出による σeeから

σggへの供給を表す式 (2.43.b)のみ、変更する必要がある。縮退した基底状態を持つ原子に対して
は式 (2.43.b)は (

d

dt
σgg

)
sp

= Γ
∑

q=−1,0,+1

(ε∗q · d̂
−

)σ(εq · d̂
+

) (8.16)

と置き換える必要があることが示される (文献 [5]、4.3.4節を見よ)。ここで無次元演算子 d̂
±
と基

本偏光ベクトル εqは先に式 (8.10)および (8.8)において定義されている。自然放出による移行は次
の選択則を満たす事を記しておく。

〈Jem|σ|Jem
′〉 → 〈Jgμ|σ|Jgμ

′〉

ただし μ− μ′ = m−m′ (8.17)
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これは原子–真空場の相互作用ハミルトニアン VAV の回転不変性の結果からくるものである。式

(8.16)より、式 (8.17)による移行確率はちょうど Γ とmと μおよび m′と μ′を結ぶ二つの Clebsch–
Gordan係数の積である。
式 (8.14)の交換子を計算し、式 (8.15)、(8.4)、(2.43.a、c、d)を用いて、最終的に

σ̇ee = Γσee + i[G+(r)σ̃ge − σ̃egG
−(r)], (8.18a)

˙̃σeg = −
(
Γ

2
− iδ

)
σ̃eg + i[G+(r)σgg − σeeG

+(r)] (8.18b)

σ̇gg =
(
d

dt
σgg

)
sp

+ i[G−(r)σ̃eg − σ̃geG
+(r)] (8.18c)

が得られる。ここで σeg の代わりに

σ̃eg = σege
iωLt (8.19)

を用いて、式の係数の明らかな時間依存性を取り除いた。もし原子が動いていると、r=r0+v0tを

通して明らかな時間依存性がある事を記しておく。

8.2.3 力の平均の表式

式 (2.30)と (8.4)より、力の平均は

F(r, t) = −〈∇VAL(r, t)〉

= +
∑

i=x,y,z

〈d+
i 〉∇E

+
Li(r)e

−ωLt + h.c.
(8.20)

と書き表せる。式 (8.5)と (8.19)を用いて、式 (8.20)に現れる d+
i の平均値は

〈d+
i 〉 = Tr{PediPgσ} = Tr{diσge} = Tr{diσ̃ge}eiωLt (8.21)

と再表現することができ、これを式 (8.20)に代入すると、

F(r, t) =
∑

i=x,y,z

Tr{diσ̃ge}∇E+
Li(r) + c.c. (8.22)

となる。式 (8.22)は放射力の平均は光コヒーレンス σ̃egと σ̃geにのみ依存していることを明確に示

している。

8.3 飽和より十分低い光強度および低速度限界

8.3.1 新しい近似

半古典論および回転波近似という点を除けは、式 (8.18)は厳密なものである。ここで飽和が小さ
い極限 (s � 1)を考える。これは新しい冷却機構に適当な極限である。このような極限において、
基底状態の時間発展の特性時間は励起状態のそれよりもはるかに長くなる。これより σggは σ̃eg や
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σeeと比べると遅い変数となる。τR = Γ−1程度続く短い過渡的な時間の後、σggはそのゆっくりと

した変化率を σ̃eg、σ̃geと σeeに課することによって他の変数の変化を”支配する”。このため

|σ̇ee| � Γσee, | ˙̃σeg | � Γ |σ̃eg| (8.23)

と書き表せる。これより不等式 (8.23)を用いて式 (8.18a)と (8.18b)の左辺を右辺に現れる減衰項
−Γσeeと −(Γ/2)σ̃egに比べて無視する事が可能になる。これは σeeと σ̃egに対して σggを用いて

これを記述しなおすことを可能にする代数方程式を与える。このような処理は”速い変数の断熱的
消去”と呼ばれ、これらの速い変数に対して任意の時間においてゆっくり変化する変数によってと
られる値にこれらを調整する仕方を記述する式を導く。

このような議論は静止している原子に対してのみ有効で、σの変化率は吸収および放出過程にのみ

よるものである。動いている原子に対しては、式 (8.18)の左辺に現れる時間微分 σ̇abが実際には時

間に対する全微分 d/dt = ∂/∂t+v0になることを忘れてはいけない。このため v0 · ∇σab 	 kLv0σab

の項の大きさのオーダーを考慮する必要がある。実際、新しい冷却機構において典型的な定常状態

の二乗平均速度は非常に低い値に達する。

η =
kLv0
Γ

� 1 (8.24)

このためこのコースの残りの部分においては ηに対してはゼロ次までの計算に限定することとす

る。このような近似、これは式 (8.18)において σ̇eeと ˙̃σegを省略可能にするものであるが、これは

動いている原子に対しても ηの一次の項として現れるドップラー冷却効果を考慮する可能性を排除

するものである。しかしここではドップラー冷却よりもはるかに効率が高い新しい冷却機構に興味

があり、こうすることによりこの新しい冷却機構に対して得られる方程式ははるかに簡単になる。

最後に、式 (8.18c)において ∂σgg/∂tと v0 · ∇σggは無視しない。これは σggがゆっくりと変化す

る変数でドップラーシフト kLv0が σggの時間発展の特性周波数に比べてもはや無視できないから

である。

8.3.2 励起状態の断熱消去

最初に光コヒーレンスを取り除く。式 (8.18b)において ˙̃σeg を無視すると、

σ̃eg = − 1
δ + i(Γ/2)

G+(r)σgg (8.25a)

σ̃ge = − 1
δ − i(Γ/2)

σggG
+(r) (8.25b)

が導かれる。実際、既に σeeの式 (8.25)への寄与を無視してきた。この理由は、σeeがラビ周波数

Ω1の最低でも二次のオーダーであることによる (式 (8.28)を見よ)。式 (8.18a)において σeeに Ω1

の一次のオーダーの G+がかけてあるので、σeeの式 (8.25)への寄与は最低でも三次のオーダーに
なる。ここで Ω1の二次まで、より正確には式 (3.6)で与えられる飽和パラメータ sの一次までの

計算に限定することにする。これは σeeが式 (8.25)に現れない理由である。
σggによって σ̃eg と σ̃geを記述しなおすことにより、ここで力の平均F の新しい式が得られる。
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式 (8.25)を (8.22)に代入することにより

F(r) =
−1

δ − i(Γ/2)

∑
i=x,y,z

Tr{G−(r)d+
i σgg}∇E+

Li(r) + c.c.

=
−h̄

δ − i(Γ/2)
〈G−(r)

(
∇G+(r)

)
〉 + c.c.

(8.26)

が得られる。ここで式 (8.7)とより簡単な表式

〈X〉 = Tr{Xσgg} (8.27)

を用いた。

こんどは σ̇eeを与える式 (8.18a)を考える。σ̃egと σ̃geを排除するため、σ̇eeを無視し、式 (8.25)
を用いることにより、

σee = − i

Γ

1
δ − i(Γ/2)

G+(r)σggG
−(r) + h.c.

=
1

δ2 + (Γ 2/4)
G+(r)σggG

−(r)

=
Ω2

1/4
δ2 + (Γ 2/4)

(
ε(r) · d̂+

)
σgg

(
ε∗(r) · d̂−

) (8.28)

が得られる。

8.3.3 基底状態の密度行列の運動方程式

σggの時間発展を記述する最後の方程式 (8.18c)を変換することが残されている。式 (8.16)、(8.25)、
そして (8.28)を用いて、

σ̇gg =
−i

δ + i(Γ/2)
G−(r)G+(r)σgg +

i

δ − i(Γ/2)
σggG

−(r)G+(r)

+
Γ

δ2 + (Γ 2/4)

∑
q=−1,0,+1

ε∗q · d̂
−
G+(r)σggG

−(r)εq · d̂
+ (8.29)

が得られる。これは σggに対する閉じた運動方程式である。なぜならこれは σ̇eeを σggにのみ関連

づけるからである。式 (8.29)の最初の行はレーザーによる励起の効果を表し、一方第二行は自然放
出を表す。ここで 1/(δ± iΓ/2)の実部と虚部を分離する。式 (8.29)の最初の行は (σ̇gg)lasと今後表

記されるが、これはこの分離によって二つの項の和に変換することができる。最初の項は交換子を

含み、二番目の項は反交換子を含む。

(σ̇gg)las = −i δ

δ2 + (Γ 2/4)
[G−(r)G+(r), σgg]

− Γ/2
δ2 + (Γ 2/4)

{G−(r)G+(r), σgg}+.

(8.30)

式 (8.30)において {X, Y }+は XY + Y Xを意味する。G− = (G+)†より演算子G−(r)G+(r)はエ
ルミート演算子で正またはゼロである。

(G−(r)G+(r))† = G−(r)G+(r) (8.31)
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従って、その固有値は実数で非負である。式 (8.30)や (8.29)のような構造を持つ式は光ポンピング
サイクルの量子理論を扱った文献 [50]と [51]において最初に導き出された。この場合と同様に励起
光は単色光ではなく、広帯域なインコヒーレント光であったため、式 (8.29)と (8.30)は入射光のス
ペクトル分布 I(ωL)に渡って平均化する必要があった。
式 (8.29)と (8.30)はさらに式 (8.7)、(8.10)、(8.11)と (8.13)を用いて変換可能である。G−G+

にエルミートで正またはゼロの無次元の演算子

Λ(r) =
(
ε∗ · d̂

−)(
ε · d̂

+
)

= Λ†(r) (8.32)

と式 (6.15)で定義されたものと似たパラメーター Γ ′と δ′を導入する。

Γ ′(r) = Γ
Ω2

1(r)/4
δ2 + (Γ 2/4)

= Γ
s(r)
2

(8.33a)

δ′(r) = δ
Ω2

1(r)/4
δ2 + (Γ 2/4)

= δ
s(r)
2

(8.33b)

ここで飽和パラメーター s(r)は

s(r) =
Ω2

1(r)/4
δ2 + (Γ 2/4)

(8.34)

と与えられる。こうすることによって σggに対して以下の運動方程式が得られる。

σ̇gg = −iδ′(r)[Λ(r), σgg] −
Γ ′(r)

2
{Λ(r), σgg}+

+ Γ ′(r)
∑

q=−1,0,+1

(ε∗q · d̂−)
(
ε(r) · d̂+

)
σgg

(
ε∗(r) · d̂−

)
(εq · d̂

+
).

(8.35)

8.4 基底状態磁気副準位の光シフト

8.4.1 運動方程式のハミルトニアンの部分

式 (8.30)と (8.35)の交換子を含む項は [Heff (r), σgg]/ih̄と書き表され、ここで

Heff =
h̄δ

δ2 + (Γ 2/4)
G−(r)G+(r) = h̄δ′(r)Λ(r) (8.36)

である。対応する変化率は有効ハミルトニアン Heff (r)から導出されるものと同じである。
|gα(r)〉を Λ(r)の固有状態、λα(r)を対応する固有値と呼ぶことにする。λα(r)は実数で非負で、

これは Λ(r)がエルミートで正またはゼロである。

Λ(r)|gα(r)〉 = λα(r)|gα(r)〉

ただし λα(r) は実数 および ≤ 0.
(8.37)

もし σggの運動方程式が式 (8.36)に関係する項のみだとすると、(もし λαが全て異なると)gのゼー
マン準位の縮退が解け、状態 |gα(r)〉は明らかなエネルギーシフト δEαを得ることになり、これは

光シフトと呼ばれ、

δEα = h̄δ′λα (8.38)

に等しい。
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8.4.2 光シフトの性質

光シフト δEαは δ′と同様に Ω2
1 に、すなわちレーザー強度 ILに比例する。λαが正であるので

(式 (8.37)を見よ)、全ての δEαは同じ符号で、これは式 (8.33b)より δの符号と同じである。

光シフト δEαの離調 δに対する変化はローレンツ型分散曲線で、これは反動的効果に相当する。

6.2節の解析、特に図 6.1のダイアグラム bを思い起こすと、光シフトは入射光の仮想的な吸収お
よび再放出に関係しているとみなすことができる (|g,p;kL;εL〉の |e,p+h̄kL; 0〉の混合による)。光
シフトは吸収過程に対してラムシフト (これは仮想光子の自然放出と再吸収に関係する)と等価と
みなすことができる。光シフトのもう一つの等価な物理像は入射レーザー光中の原子の誘起双極子

モーメントの分極エネルギーとみなすものである。これはしばしば用いられる”ac-Stark効果”とい
う用語を説明するものである。

光シフトの最初の発見 [52, 53, 51]は原子物理にレーザーが用いられたことより先行する。これ
は放電ランプからの通常光によって誘起された (このため Alfred Kastlerによってこれは”ラムシフ
ト”と呼ばれたが、この語呂合わせによってその由来とラムシフトとの類似性を示している)。光シ
フトが光線の偏光に依存し、基底状態の各副準位によって変化するという事実がその発見において

重要であった。原子の基底状態の緩和時間の長さにより、原子の基底状態の磁気共鳴曲線は非常に

狭く、たとえ基底状態の二つの副準位の光シフトがほんの数 Hzしか異なっていなくてもこのよう
な効果が磁気共鳴曲線のシフトとして簡単に検出可能である [52]。
この項を終わるにあたって、有効ハミルトニアン (8.36)のいくつかの対称性についてここで述

べておく。Λの式 (8.32)に現れる二つの演算子 d̂
±
はベクトル演算子である。これより Heff の k

次の規約なテンソル演算子 T
(k)
q による展開は k = 0, 1, 2の項しか含まれない事になる。Heff の

対応する項は各基底状態の全体的なシフト (k = 0)、そして仮想的な静磁場 (k = 1)および静電場
(k = 2)によってもたらされる縮退の解除に対応し、この仮想的な場の方向は偏光ベクトル ε(r)に
よって決定される。興味ある読者は文献 [54]および [55]により詳しい記述がある。

8.5 光ポンピングに付随する緩和

8.5.1 離散率

式 (8.35)の第二項はどのように原子の基底状態が吸収過程によって空になるかを記述している。
この項の Λの固有状態 |gα〉における σの対角項の変化率への寄与は

(〈gα|σ̇|gα〉)abs = −Γ ′
α〈gα|σ|gα〉 (8.39)

と書き表される。ここで

Γ ′
α = Γ ′λα (8.40)

は状態 |gα〉から離れる確率と解釈することができる。Γ ′
αは λαと同様に非負で (式 (8.37)を見よ)、

レーザー強度 IL ∼ Ω2
1 に比例し (Γ ′と同様に)、そして離調 δに対してはローレンツ吸収曲線とし

て変化する (散逸効果)。
λ′αが全て同じではないという事は副準位によって離れる確率が変化する事を意味する。もしあ

る λαがゼロになると、対応する副準位 |gα〉の原子に対しては光の吸収によりこの準位から離れる
可能性が無くなる。このためこの副準位 |gα〉はトラップ状態となる。
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8.5.2 自然放出による基底状態への供給

光子の吸収による基底状態を離れた原子は自然放出によって再び基底状態に落ちる。このような

効果は式 (8.35)の最終項に記述されており、これは二番目に Γ (散逸効果)に比例するものである。
式 (8.35)の第二項のトレースが三番目のそれとは反対である事がすぐに確認できる∗。これは原

子が gに戻るのと同じだけの原子が単位時間あたりに gから離れることを意味する。

このような連続的な吸収–自然放出サイクルの結果、各ゼーマン副準位間の分布数差を増大する
ことができる。これが光ポンピングの良く知られた原理である [6]。このような過程は偏光した入
射光子から原子への角運動量移乗として実際にとらえるえることができる。例えば、入射光が z軸

方向に進み、右回り円偏向 σ+だとすると、これは z方向に沿って角運動量 +h̄を持つ光子である
ことに相当するが、この場合には光ポンピングによって z軸方向の磁気量子数が最大の値のゼーマ

ン副準位に集められることが簡単に示される。第 9章においてこのような状況の一例を示す。
光ポンピングは式 (8.38)の最後の二つの光によって記述されるように緩和過程として現れるが、

これは原子の内部状態を新しい平衡状態へと導き、これは通常、熱平衡状態から非常に異なる状態

となる。光ポンピングの特性時間定数は

τP =
1
Γ ′ (8.41)

のオーダーである。ポンピング時間 τP はレーザー強度 ILに反比例し、IL → 0の場合、非常に長
くなりうる。

8.5.3 ゼーマンコヒーレンスの効果

原子が異なる対称性を持つ二つの摂動を受ける事がある。例えば、x軸に沿って進む σ+ 偏光の

光線は基底状態において x軸方向の磁化をつくろうとする。もし z軸方向に静磁場Bを加えると、

この磁化は Bに比例した Larmor周波数で歳差運動を始める。もし基底状態の特性減衰時間 τg(励
起時間 τP、またはより一般的には衝突や有限の相互作用時間等の効果を含む緩和時間)の間、回転
角ΩBτgが 1と比べてそう小さくないとすると、このような歳差運動は励起光によってもたらされ
た x軸方向の異方性を消し去ることになる。これから Bをゼロ付近で掃引すると、基底状態におけ

る励起光による異方性は共鳴的な変化を受ける。これは原子による光の吸収または放出の変化から

検出可能である。これが良く知られた Hanle効果で、これは最初に原子の励起状態において観測さ
れた [56]。原子の基底状態の Hanle共鳴の興味ある点は、これが非常に狭いことで、これは τgが

非常に長くなりうるからである。このためこの共鳴は 10−9ガウス以下の非常に小さな磁場を検出

するのに用いることができる [57, 58]。Hanle共鳴は Bを掃引したときの光の吸収率の共鳴的な変

化にあたるため、原子の軌跡への運動量移行も共鳴的に変化する。Hanle共鳴は最近、原子ビーム
偏向を観測することにより、このようにして検出された [59]。
式 (8.35)において Hanle共鳴がゼーマンコヒーレンス (Jz の固有状態を基底にした σの非対角

項)の共鳴変化として現れる。光ポンピングが分布数のみでは記述できないということの一例がこ
れによって示される (例えば文献 [51]を見よ)。

∗式 (8.35)の第一項のトレースは交換子でこれはゼロになる。これは光シフト (これは反動的な効果)は基底状態の全分
布するを変化させることができないことを意味する。



8.6. 力の平均の一般的な性質 73

8.5.4 動く原子の場合

今までの全ての議論は暗黙のうちに原子が静止していると仮定しており、このため原子は一定の

強度と一定の偏光を持つ励起光を”感じる”。もし原子が動いていると、またレーザー光が局所的な
偏光が空間的に変化するとすると、動いている原子から見た系では時間的に変化する偏光を”感じ
る”ことになる。動いている原子は τP のオーダーの特性時間を持つこれらの光ポンピングの変化に

反応するため、動いている原子の rにおける内部状態は同じ点に静止しつづけている原子の定常状

態より遅れることになる。後に新しいレーザー冷却機構おけるこのような時間の遅れの役割を議論

することにする。

8.6 力の平均の一般的な性質

ここで力の平均の近似的な式 (8.26)に立ち戻ることにする。これは光コヒーレンスを断熱的に消
去することにより一般的な式 (8.22)より得られる。この最後の項において式 (8.26)の物理的な内
容について議論する。そして飽和が十分小さく、また低い速度の極限における、力の平均と光シフ

トと吸収確率の間に存在する関係を指摘する。これらは 8.4および 8.5節で議論する。他の同様の
扱いは文献 [60]と [61]に見い出される。

8.6.1 反動的成分と散逸的成分

式 (8.26)の 1/(δ − iΓ/2)を実部と虚部に分ける。力の平均の内、これらの実数部および虚数部
に比例する成分をそれぞれ反動的および散逸的部分と呼ぶこととする。

Freact(r) = −h̄ δ

δ2 + (Γ 2/4)
[
〈G−(r)(∇G+(r))〉 + 〈(∇G−(r))G+(r)〉

]
, (8.42a)

Fdissip(r) = ih̄
Γ/2

δ2 + (Γ 2/4)
[
〈(∇G−(r))G+(r)〉 − 〈G−(r)(∇G+(r))〉

]
. (8.42b)

反動的および散逸的という名称は 1/(δ − iΓ/2)の実部および虚部の δ 依存性に由来する。しかし

FreactとFdissipの δ依存性は式 (8.42a)と (8.42b)の括弧内の項の前にかけられている二つの項に
よっては完全には決まらない。括弧内の平均値は基底状態の密度行列 σggに依存し、これは式 (8.29)
を解くことにより求められる。このような解はそれ自身 δおよび Γ の関数で、このため Freactと

Fdissipの最終的な表式は δおよび Γ のより複雑な依存性を持つことになる。また、もし |δ| � Γ

の場合、Freactは Fdissipよりはるかに大きいという結論を出してはいけない。なぜなら式 (8.42b)
の括弧内の項は式 (8.42a)の括弧内のそれよりもはるかに大きくなりうるからである。
レーザー電場ELを平面波で展開することにより、Freactと Fdissipに対する有用な等価的な表

式が与えられる。正の周波数成分E+
L に対して、展開式

E+
L (r) =

∑
μ

E+
μ (r) (8.43)

を用いるとする。ここで E+
L の r依存は

E+
μ (r) ∼ eikµ·r (8.44)
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と与えられる。この時、

∇G± = ±i
∑

μ

kμG
±
μ (8.45)

と書き表せ、ここで式 (8.7)と (8.43)より、

h̄G±
μ = d± ·E±

μ (r) (8.46)

である。式 (8.45)を (8.42)に代入すると、最終的に

Freact = −i δ

δ2 + (Γ 2/4)

∑
μ

∑
ν

h̄kμ

[
〈G−

ν G
+
μ 〉 − 〈G−

μG
+
ν 〉
]
, (8.47a)

Fdissip = +
Γ/2

δ2 + (Γ 2/4)

∑
μ

∑
ν

h̄kμ

[
〈G−

ν G
+
μ 〉 + 〈G−

μG
+
ν 〉
]

(8.47b)

が与えられる。

8.6.2 反動的成分の解釈

Freact の式 (8.42a)と基底状態の副準位の光シフトを記述する有効ハミルトニアン Heff の式

(8.36)を比べることにより、Freactは

Freact = −〈∇Heff 〉 (8.48)

と書き表され、これは力の平均の反動的成分と光シフトとの間にある密接な関係を明らかに示して

いる。

固有値 Eαと固有状態 |gα〉を用いた Heff の等価的な式は

Heff =
∑
α

Eα(r)|gα(r)〉〈gα(r)| (8.49)

である。式 (8.49)の勾配から (そして表記を簡単にするために rを省略すると)、

∇Heff =
∑
α

(∇Eα)|gα〉〈gα|

+
∑

α

Eα [(∇|gα〉)〈gα|+ |gα〉(∇〈gα|)] ,
(8.50)

が得られ、これは式 (8.48)に代入すると、

Freact = −
∑

α

(∇Eα)Πα

−
∑
α

Eα [〈gα|σ(∇|gα〉) + (∇〈gα|)σ|gα〉] ,
(8.51)

が導かれる。ここで

Πα = 〈gα|σ|gα〉 (8.52)
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は基底状態の副準位 |gα〉の分布数である。
式 (8.51)の最初の項には 7.3節で与えられた 2準位原子に対する双極子力の平均のドレスド原子

による解釈と似た素直な解釈がある (式 (7.10)を見よ)。この項はまさに Παの占有確率で重み付け

され、光シフトした基底状態の副準位の空間的な勾配に関係する力 −∇Eαの平均値である。

(8.51)の第二行を解釈するため、原子が rから r+drへ変位すると仮定し、反動力に対してなさ
れた仕事を計算すると、

−Freact · dr =
∑
α

Πα · dEα

+
∑
α

Eα [〈gα|σ|dgα〉 + 〈dgα|σ|gα〉] ,
(8.53)

となり、ここで

dEα = dr · ∇Eα (8.54a)

|dgα = dr · ∇|gα〉, (8.54b)

と与えられる dEαと |dgα〉は rから r+drの間のEαと |gα〉の変位を表す。式 (8.53)の第二行は、
これは式 (8.51)の第二行に由来するものだが、これは副準位 |gα〉の波動関数の空間的変位に関係
する。これは drの一次のオーダーで、 ∑

α

EαdΠ
nonad
α (8.55)

と書き表せ、ここで

dΠnonad
α = 〈gα(r + dr)|σ|gα(r + dr)〉 − 〈gα(r)|σ|gα(r)〉 (8.56)

は波動関数の空間的変化による状態 |gα〉の分布数の非断熱的な変位である。よって式 (8.51)の第
二行は原子の運動によって誘起される基底状態の副準位間の非断熱的な遷移の寄与を表している。

これは光シフトした基底状態の副準位の波動関数の空間的変位によるものである。

最後に、レーザー場の平面波展開から帰着される式 (8.47a)の物理的な内容について議論する。
レーザー光線によってもたらされる力は、このレーザー光を形成している多くの平面波 μから運動

量 h̄kμを持つ光子 kμが消失する事に由来するものであるため、式 (8.47a)における h̄kμの係数は

平面波 μにおける単位時間あたりの平均吸収光子数と解釈することができる。係数が νに依存する

という事は平面波 μの場Eμが光 μに誘起された原子の双極子と相互作用する事を意味する。これ

から

dN react
μν

dt
= −i δ

δ2 + (Γ 2/4)
[〈G−

ν G
+
μ 〉 − 〈G−

μG
+
ν 〉] (8.57)

は光 νによって誘起された双極子モーメントの反動的成分と相互作用する光 μから吸収される単位

時間あたりの平均光子数と解釈することができる。ここでは式 (8.57)の δ依存性より、双極子モー

メントの反動的成分をとる。式 (8.57)より、

dN react
μμ

dt
= 0 (8.58a)

dN react
μν

dt
= −

dN react
νμ

dt
(8.58b)
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となる。このような結果は簡単に理解することができる。単一の光を含む反動的効果からは光子の

吸収は導かれない。これが式 (8.58a)の意味するところである。しかし、式 (8.58b)により、光子は
ある一つの光、例えば μｋら消失し、対 μνのもう一方の光 νに再び現れる。これが再分配過程で

ある。このような過程を通して、場の全エネルギーは変化しない。なぜなら光 μ、νは同じ周波数

であるからである。しかし kμ �=kνであるので、場の運動量変化がある。対応する原子の運動量変

化は Freactの原因にあたり、これは式 (8.57)より

Freact =
∑
(μ,ν)

h̄(kμ − kν)
dN react

μν

dt
(8.59)

と書き表される。

8.6.3 散逸的成分の解釈

先の項と同様の議論を用いて、式 (8.47b)より

dNdissip
μν

dt
=

Γ/2
δ2 + (Γ 2/4)

[〈G−
ν G

+
μ 〉 + 〈G−

μG
+
ν 〉] (8.60)

が、レーザー光 νによって誘起された双極子モーメントの散逸的な成分と相互作用するもう一つの

光 μから単位時間あたり吸収される光子数であることが示される。

式 (8.58)に対応する式はここでは

dNdissip
μμ

dt
=

Γ

δ2 + (Γ 2/4)
〈G−

μG
+
μ 〉 �= 0 (8.61a)

dNdissip
μν

dt
=
dNdissip

νμ

dt
(8.61b)

となる。レーザー光 μの Fdissipだけへの寄与はゼロではなく、

Γ

δ2 + (Γ 2/4)
h̄kμ〈G−

μG
+
μ 〉 (8.62)

に等しい。このような項は他の光とは独立に光 μによってもたらされる放射圧を表している。しか

し式 (8.62)は暗黙の内に他の光 νに依存する。なぜなら式 (8.62)に現れる平均値は σggにおける

値をとるためで、これ自身は全レーザー光の場 EL、すなわちELを形成する全ての平面波の組に

よって決められる。

Fdissipの式 (8.47b)には交差項 μ �= νもあり、(μ, ν)対の寄与は

Γ/2
δ2 + (Γ 2/4)

h̄(kμ + kν)[〈G−
ν G

+
μ 〉 + 〈G−

μG
+
ν 〉] (8.63)

に等しい。このような項はレーザー光 μと νの間の干渉効果を表す。レーザー光 μによってもたら

される放射圧は光 νの存在によって変化させられ、その逆も起こる。式 (8.61b)は、もし光 μの吸

収が光 νの存在によって変化する場合、光 νの吸収も同じ量だけ μの存在によって変化する事を意

味する。ここでは先の項で示した様な再分配の過程は無く、干渉効果による両方の光の吸収の似た

ような増加 (または減少)がある。



8.6. 力の平均の一般的な性質 77

8.6.4 一次元モラセズのある特定の場合

レーザー光の場が二つの平面波 1と 2

k1 = k, k2 = −k (8.64)

によって形成されると仮定する。8.6.2項で示した様に、Freactは純粋な再分配による力で、これ

は単一の光による項は含まれない。式 (8.64)を考慮すると、式 (8.59)はここで

Freact =
δ

δ2 + (Γ 2/4)
2h̄ki[〈G−

1 G
+
2 〉 − 〈G−

2 G
+
1 〉] (8.65)

となる。

k1+k2 =0なので、Fdissipの交差項 (8.63)はゼロになる。それぞれの光の放射圧はもう一方の
光の存在によって増加するが、この追加された力は同じ基本単位の大きさであるが、反対の方向で

ある。このためこれらは打ち消し合う。単一の光の項が残っており、これは

Fdissip =
Γ

δ2 + (Γ 2/4)
h̄k[〈G−

1 G
+
1 〉 − 〈G−

2 G
+
2 〉] (8.66)

と書き表される。これから一次元のモラセズに対しては、Fdissipは二つの光から独立にもたらさ

れる放射圧の間の差とちょうど等しい事になる。

二つの対向する光の偏光 ε1および ε1に関して一言述べて終わることにする。z軸方向に k1 = −k2

ととると、これらの偏光ベクトルは横波の場であるので z軸に垂直である。またこのため右回りお

よび左回り円偏光 σ+および σ−の線形結合と見なすことができる。これから G−
μG

+
ν (μ, ν = 1また

は 2)の全ての行列要素は基底状態の空間において、選択則Δm = 0,±2を満足し、ここで mは z

軸方向の磁気量子数である (G−
μ と G+

ν は mを 1または-1だけ変化させる)。この結果、もし基底
状態の角運動量 Jgが 1/2に等しいとすると、全てのG−

μG
+
ν は JzとまたG−G+の固有状態の基底

において対角化されるという結論が得られる。このような場合、式 (8.36)によると G−G+に比例

する有効ハミルトニアン Heff の固有状態は zに依存しない。
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9.1 はじめに

レーザー冷却の最近数年間の目覚しい発展によってその性能は数桁向上された。これらの発展の

きっかけは Gaithersburgの NISTのグループによるドップラー限界が打破できるというデモンス
トレーションであった [62]。この実験およびこれに引き続き行われた多くのグループの実験の議論
に対しては、読者はこの本の Phillipsのコースを参照してほしい。この章とその次の章の目的は、
これは今まで測定した中でも非常に低い温度が可能な新しい冷却機構をいくつか紹介する。

この章は第 7章で示した強いレーザー定在波中で運動する 2準位原子に対するシシフォス冷却機
構の低光強度版の解析にあてることとする。第 7章と同様に、二つのポテンシャル中で運動する原
子は一方のポテンシャルの頂上から他方のポテンシャル曲線の谷底に選択的にジャンプする。この

ため平均的には原子はポテンシャルの丘を下るより上る事の方が多くなり、これはギリシャ神話の

シシフォスが行ったのと同様である。しかし、ここでは二つのポテンシャルはもはや励起状態 eと

基底状態 gからなる二つのドレスド状態 (より正確には |e, N〉と |g, N + 1〉からなる)とは関連な
い。ここではポテンシャルは二つの基底状態のゼーマン副準位に関係し、これは空間的に変調され

た光シフトをもたらし、この準位間には光ポンピングの確率が空間的に変調されている。このよう

な場合、飽和パラメータ sが非常に小さく、また非常に光強度が低い場合に非常に効率が高いシシ

フォス冷却が現れる。

9.2節において、強い偏光勾配を示すレーザー配置と平均放射圧が光シフトの空間的な勾配にの
み依存するような簡単な原子の遷移からなる一次元モデルの紹介から始める。第 8章の結果を用い
て、9.3節において原子の基底状態の副準位の光シフトとこれらの副準位間の光ポンピング遷移確
率を同様に決定する。次に 9.4節において動いている原子を考え、レーザー光の偏光勾配がある中
でおける光シフトおよび光ポンピング確率の空間的変調がいかにしてシシフォス冷却を作り出すの

を助けるかを示す。より定量的な解析は 9.5節において内部時間 Tintが外部時間 Textよりもはるか

に短い通常の場合において紹介する。摩擦係数を評価し、平衡温度のオーダーを求める。最後に、

9.6節において原子の外部時間が内部時間よりも同程度または短いより特別な場合についていくつ
か示す。このような場合は実際に重要で、なぜならこれは低い強度のシシフォス冷却がその冷却限

界に達する状況に相当するからである。

ここでは文献 [63]と [64]で示された方法に従う。より詳しくはこれらの中の参考文献および光ブ
ロッホ方程式の数値計算結果が出ている文献 [65]に見出されるだろう。この分野の一般的な解説が
文献 [85]に示されている。
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9.2 モデルの提示

9.2.1 レーザー光の配置

z 軸に沿って互いに直交する偏光 εx と εx で同じ振幅 E0 を持つ二つの対向する光を考える (図
9.1a)。二つの光に対して適当な相対的な位相を選ぶと、z方向のレーザー電場は

EL(z, t) = E+
L(z)e−iωLt + c.c. (9.1)

と書き表され、

E+
L (z) =

1
2
(εxeikz − iεye

−ikz)E0 (9.2)

である。式 (8.11)と同様に、これは

E+
L (z) =

1
2
E0

√
2ε(z) =

1
2
ELε(z) (9.3)

と書き表され、ここで E は実数の振幅で、これは zに依存せず、E
√

2に等しい。また規格化した
偏光ベクトル ε(z)は

ε(z) = cos kzε− − i sin kzε+ (9.4)

と与えられる。式 (9.4)によると、レーザーの偏光は楕円で、これはある特定の場所において特に
簡単になる: z = 0では σ− 偏光、z = λ/8では (εx − εy)/

√
2方向の直線偏光、z = λ/4では σ+偏

光、z = 3λ/8では (εx + εy)/
√

2方向の直線偏光、z = λ/2では σ−偏光となりこれが続く (図 9.1a
を見よ)。
このため図 9.1aのレーザー光の配置は z方向に波長の数分の一程度の長さのスケールで大きな

楕円率の勾配を示す。原子の内部状態は励起光の偏光に依存するため、このような配置は大きな非

断熱的な効果を導き、これはこの後で示される。これは動く原子がレーザーの偏光の変化に応答せ

ざるをえないためである。これは低い強度において非常に長くなる内部応答時間 (光ポンピング時
間)でもって運動することによる。これとは対照的に、もし二つの対向するレーザー光が同じ偏光
だとすると、偏光の勾配ではなく単に強度の勾配が生じるだけである。ここで考える低い強度の領

域においては、これは基底状態 gの全分布のわずかな変化のみをもたらし、gにおける異方性の変

化は生じない (これは基底状態の副準位間の分布数の差とゼーマンコヒーレンスによって特徴づけ
られる)。

9.2.2 原子の遷移。平均力に対する簡単化

通常のレーザー冷却実験と同様に、Jg → Je = Jg + 1の遷移を考える。縮退した基底状態とな
る最も簡単な Jgの値、すなわち Jg = 1/2をとる。図 9.1bには遷移 Jg = 1/2 → Je = 3/2に相当
する各 Clebsch-Gordan係数が与えられている。
基底状態には二つのゼーマン副準位しかないので、基底状態の空間における G−G+を表す行列

は対角行列である (8.6.4項の最後を見よ)。これから基底状態の副準位の光シフトを記述する有効ハ
ミルトニアン Heffは Jzの固有状態の基底 {|g±1/2〉}において対角行列である。そのため、Heff の

固有状態、これは {|g±1/2〉}に一致するが、これは zに依存しない。このため Freactの表式 (8.51)
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図 9.1: (a) Lin ⊥ Linレーザー配置。z軸方向の強い偏光勾配を示す。(b) Jg = 1/2 ↔ J =e= 3/2
遷移に対する Clebsch-Gordan 係数。

において波動関数の勾配に関する第二行が無視でき、

Freact = Π+1/2∇E+1/2 −Π−1/2∇E−1/2 (9.5)

と書き表すことができる。ここで Π±1/2と E±1/2は |g±1/2〉の分布数とエネルギーである。
ここでは一次元モラセズを考えるため、Freactの表式 (8.66)を用いることができ、これには二つ

の対向する光によってそれぞれもたらされる放射圧が含まれている。ここではまた、式 (8.66)に現
れる二つの演算子G−

1 G
+
1 とG−

2 G
+
2 を表す行列は Jzの固有状態の基底 {|g±1/2〉}において対角行列

である ((8.6.4)項の終わりを見よ)。対向する光は両方とも直線偏光なので、〈G−
1 G

+
1 〉と 〈G−

2 G
+
2 〉

が等しく、Π−1/2 +Π+1/2 = 1、すなわち原子の内部状態に依存しないことが簡単に示される。こ
れから

Fdissip = 0 (9.6)

となる。

図 9.1bの単純な原子の遷移を選ぶことにより、基底状態の副準位の光シフトしたエネルギーの
空間的な変位にのみ依存する平均化した力が導かれる。このためこの章で解析している新しい冷却

機構が純粋なシシフォス効果とみなすことが可能になる。

9.3 内部自由度におけるダイナミックス

9.3.1 基底状態の副準位の光シフト

|g±1/2〉の光シフト E±1/2(z)は

E±1/2(z) = h̄δ′Λ±±(z) (9.7)
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図 9.2: zに対する |g±1/2〉の光シフト E±1/2。黒丸の大きさは zに静止する原子に対する |g±1/2〉
の定常状態の分布数に比例する。ここでは δ < 0を仮定している。

と書き表せ、ここで Λ++(z)と Λ−−(z)は式 (8.32)で定義された演算子 Λ(z)の対角成分で、この
演算子の非負行列要素である。また δ′は式 (8.33b)で与えられる。zにおけるレーザー光の振幅
EL = E0

√
2は zに依存しないので (式 (9.3)を見よ)、式 (8.33b)に現れるラビ周波数 ω1も zに依

存しない。このため、式 (9.7)が唯一 zに依存するのは Λの行列要素からくるもので、δ′からくる
ものではないことを記しておく。δ′は

δ′ = δs/2 = δs0 (9.8)

と書き表されることを記しておく。ここで sは ELに対する、s0 = s/2は E0に対する、すなわち

二つの対向する光に対する飽和パラメータである。

式 (9.4)を式 (8.32)に代入し、εq · d̂± の行列要素に対して図 9.1b(式 (8.9)と (8.10を見よ)の
Clebsh–Gordan係数を用いると、

Λ++(z) = sin2 kz +
1
3

cos2 kz = 1 − 2
3

cos2 kz (9.9a)

Λ−−(z) = cos2 kz +
1
3

sin2 kz = 1 − 2
3

sin2 kz (9.9b)

が得られる。図 9.2は E±1/2(z)の空間的変化を表す。ここで δ < 0を仮定するため、光シフトは
負になる。z = 0, λ/2, ...偏光が σ− の所において、副準位 |g−1/2〉は (レーザー光が無い場合に相
当するエネルギーゼロに対して)副準位 |g+1/2〉よりも 3倍下方にシフトする。なぜなら |g−1/2〉か
ら始まる σ− 遷移は |g+1/2〉から始まる σ− 遷移よりも 3倍強いからである。これは λ/4において
は状況が逆転し、ここでは偏光が σ+で、副準位 |g+1/2〉が |g−1/2〉より 3倍シフトしている。最後
に、z = λ/8, 3λ/8, ...直線偏光のところでは、両方の副準位は同じ光シフト量になる。
式 (9.9)と (9.7)を用いると、

E+1/2(z) = −3U0

2
+ U0 cos2 kz (9.10a)

E−1/2(z) = −3U0

2
+ U0 sin2 kz (9.10b)

と書き表す事もできる。ここで

U0 = −2
3
h̄δ′ = −2

3
h̄δs0 (9.11)
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は E+1/2(z)とE−1/2(z)の空間的振動によるポテンシャル井戸の深さである。式 (9.10)によってま
た、反動的な力の表式 (9.5)、これは式 (9.6)による全力の平均と一致するが、これは

Freact(z) = F(z) = εzkU0M(z) sin 2kz (9.12)

と変換することが可能になる。ここで

M(z) = Π+1/2(z) −Π−1/2(z) (9.13)

は二つの副準位間の分布数差である。

9.3.2 光ポンピング確率

最初に |g±1/2〉から離れる確率、Γ ′
±1/2(z)を考える。これは式 (8.35)の反交換子に関係があり、

Γ ′
+1/2(z) = Γ ′Λ++(z) = Γ ′(1 − 2

3
cos2 kz) (9.14a)

Γ ′
−1/2(z) = Γ ′Λ−−(z) = Γ ′(1 − 2

3
sin2 kz) (9.14b)

と与えられる (式 (8.39)も見よ)。ここで

Γ ′ = Γs/2 = Γs0 (9.15)

である。

式 (8.35)の最後の項は光子一個を吸収した後にどのようにして原子が基底状態に戻ってくるかを
記述しているが、これは ε(z)の表式 (9.4)と図 9.1bの Clebsh-Gordan係数を用いることにより簡
単に計算することができる。このような項は分布数の間にのみ結合を与える。これは Jg の値 1/2
によって σggの非対角要素 〈gm|σgg|gm′〉のうちm−m′ = ±2のものが除かれるからである。
式 (8.35)の最後の二項の寄与を加え、式 (9.14)を用いると、最終的に |g±1/2〉の分布数Π±1/2に

対して、光ポンピングの効果を記述する以下のレート方程式が得られる。

d

dt
Π+1/2(z) = −Γ+→−(z)Π+1/2(z) + Γ−→+(z)Π−1/2(z), (9.16a)

d

dt
Π−1/2(z) = −Γ−→+(z)Π−1/2(z) + Γ+→−(z)Π+1/2(z) (9.16b)

ここで

Γ+→−(z) =
2
9
Γ ′ cos2 kz (9.17a)

Γ−→+(z) =
2
9
Γ ′ sin2 kz (9.17b)

はそれぞれ |g+1/2〉から |g−1/2〉、および |g−1/2〉から |g+1/2〉への光ポンピング確率である。
式 (9.16a)から式 (9.16b)を引き、式 (9.13)と (9.17)を用いると、M(z)に対しても以下の式が

得られる。

d

dt
M(z) = − 1

τp
[M(z) + cos 2kz] (9.18)
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ここで

τP =
9

2Γ ′ =
9

2Γs0
(9.19)

と与えられる τP は分布数差が平衡値に達するまでの時間定数を特徴づける光ポンピング時間で

ある。

式 (9.10)で与えられる光シフト E±1/2(z)と同様に、ある副準位から他の副準位への光ポンピ
ング率は空間的に変調されていることが式 (9.17)より明らかである。同じ z の関数 cos2 kz が式
(9.10a)と (9.17a)に現れる。このため |g+1/2〉の光シフトの位置依存性と |g+1/2〉から |g−1/2〉への
光ポンピング率の位置依存性には完全な相関がある。より詳しくいうと、E+1/2(z)と Γ+→−(z)は
cos2 kz = 1となる同じ zの値に対して最大値に達する。同様な結果が E−1/2(z)と Γ−→+(z)に対
して成り立つ。これは |g+1/2〉から |g−1/2〉(|g−1/2〉から |g+1/2〉)の遷移確率は |g+1/2〉(|g−1/2〉)の
エネルギーが最も高くなるところで最大になることを意味する。動いている原子に対しては、図

9.2の二つの振動するポテンシャル曲線の一方からそのポテンシャルの丘の頂上において原子は離
れてもう一方のポテンシャルの谷底に移る過程が最も高い頻度で起こることを次の項で見ることに

なる。これはこの章で議論している冷却機構の鍵となる点である。

9.3.3 静止した原子の定常状態の分布数

もし原子が zにおいて静止していると仮定すると、式 (9.18)の全ての係数は時間に依存しない。
このためこの方程式は定常解があり、これは

Mst(z) = Πst
+1/2(z) −Πst

−1/2(z) = − cos 2kz (9.20)

と与えられる。この式と規格化条件Πst
+1/2(z) +Πst

−1/2(z) = 1とを組み合わせると、

Πst
+1/2(z) = sin2 kz (9.21a)

Πst
−1/2(z) = cos2 kz (9.21b)

が得られる。図 9.2の黒丸の大きさはこれらの定常状態の分布数に比例している。任意の zに対し

て、最も分布する副準位は最も低い準位である。丘の頂上では、分布数はゼロに等しく、一方、谷

の底では 1に等しい。

9.4 動いている原子に対する冷却機構

9.4.1 シシフォス効果

図 9.2の二つのポテンシャル E±1/2(z)中を z軸に沿って速度 vで動いている原子を考える。最

初に vが十分大きいと仮定する。

1
2Mv2 � U0 (9.22a)

kv � Γ ′ (9.22b)

このため、これとは反対に原子は一方のポテンシャル井戸には捕捉されず、もう一方の副準位へ光

ポンピングされる前に波長の数倍程度移動する。しかし vは十分小さいので、kvは Γ に比べて無
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図 9.3: 動いている原子に対するシシフォス効果。光シフトと光ポンピング率の空間依存性には強
い相関があるため、原子は一方の副準位から他方へジャンプするとき、ポテンシャルエネルギーを

失う。図の上部に対応する全エネルギーの変化を示す。ここで示したランダムな経路は δ = −5Γ、
Ω1 = 2.3Γ、およびセシウムの反跳シフト h̄k2/MΓ = 7.8 × 10−4に対して得られたものである。

視できる事を記しておく (ドップラー冷却が無視できる)。

kv � Γ (9.23)

条件 (9.23)は vΓ−1 � λと書き表されるが、これはまた原子が蛍光が出る 1サイクル分の間に λ

に比べて非常に小さい距離だけ移動する事を意味する。言い換えれば、光ポンピングの各サイクル

は z軸上の任意の点において瞬間的に起こると考えることができる。

原子が最初に副準位 |g−1/2〉にいると仮定する (図 9.3)。原子がこの副準位に残る限り、図 9.3の
上の部分に表されている全 (運動+ポテンシャル)エネルギーは一定に保たれる。差し当たり、原子
が g−1/2に戻る g−1/2 → e+1/2(または e−3/2)→ g−1/2の蛍光サイクルにおける吸収と再放出光子

による反跳を無視する。9.3.2項の最後に議論した光ポンピング率の空間依存性により、g−1/2から

g+1/2への光ポンピングによる移動は E−1/2(z)が最大になる点の近傍でより多く起こることにな
り、原子は E−1/2(z)のポテンシャルの丘の頂上付近から E+1/2(z)の谷底付近にジャンプする。こ
れに対応するポテンシャルエネルギーの変化 δU はこのため負になり、その大きさ (絶対値)は U0

程度になる。もしここで吸収および再放出光子の反跳も無視するとすると、原子の全エネルギーは

δU の量だけ突然減少することになる (図 9.3の上部に示される曲線の最初の非連続点)。
同様な一連の過程が繰り返される。原子は平均的にはポテンシャルの丘を下りるよりも上ること

が多くなり、一連の非連続的な過程によって運動エネルギーが U0 程度またはそれよりも小さくな

るまで全エネルギーは減少する (例えば図 9.3の最後の量子ジャンプを見よ)。このような定性的な
解析はより定量的な解析結果によって確かめられるが、これによって、低い強度のシシフォス冷却

によって達成可能な運動エネルギーは空間的に変調された光シフトに関係するポテンシャル井戸の

深さ U0と同程度になることが示される: Mv2/2 ∼ U0。離調が大きい場合 (|δ| � Γ )は基底状態の
副準位の光シフトがその幅よりも大きい興味ある場合であるが、これに対しては U0は h̄Ω2

1/|δ|と
同じ程度になり、このため

kBT ∼ h̄Ω2
1

|δ| (9.24)
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となる。

9.4.2 しきい値強度 – 冷却限界

式 (9.24)より、レーザー強度 IL ∼ Ω2
1 が減少する、または離調 δを増加させることにより温度

を減少させることができる。明らかに ILは無限に減少させることはできない。このため式 (9.24)
が無効になる前に強度のしきい値がある。

実際、式 (9.24)を導出する際に、各蛍光サイクルにおける吸収および再放出光子による反跳を無
視してきた。このため、U0 程度の各光ポンピングサイクルのポテンシャルエネルギーの平均損失

が ER = h̄2k2/2M 程度の反跳による運動エネルギーの平均的な増加よりもはるかに大きい事を暗
黙のうちに仮定していた。もし ILが減少すると、U0もまた減少し、そして U0が ERの数倍程度

になると、シシフォス効果による冷却は反跳による加熱に打ち勝つにはもはや十分ではない。この

ためしきい値強度が

(U0)thr >数 ER (9.25)

と与えられる。

先の解析はまた低い強度のシシフォス冷却が最低エネルギーを ERの数倍以下にすることができ

ないことを示している。特徴的なエネルギーはここでは反跳エネルギーERで、ドップラー冷却の

場合の h̄Γ ではない。

9.4.3 内部時間と外部時間との比較

この章で議論する冷却方法においては内部変数は光ポンピング時間 τP に等しい特性時間 Tintで

時間発展する。

Tint 	 τP =
9

2Γs0
(9.26)

外部変数の時間発展を特徴づけるため、原子が十分長い時間の間に冷却され、このため原子は図 9.3
のポテンシャル井戸内に擬似的に捕捉されると仮定する。そしてこの井戸内の振動周波数 Ωosc を

導入する。ポテンシャル井戸の底付近において、例えば z = 0付近では、式 (9.10b)より、

E−1/2(z) 	 −3U0

2
+ k2U2

0 z
2 (|z| � 1/k) (9.27)

となり、このため Ωoscは

Ωosc = k

√
2U0

M
=

√
4h̄|δ|s0

3M
(9.28)

と与えられる。外部時間 Textは振動周期と同程度である:

Text 	
1

Ωosc
(9.29)

このため原子の運動を特徴づける重要なパラメータは

ΩoscτP =

√
27h̄k2|δ|
Ms0Γ 2

	 Tint

Text
(9.30)
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もし ΩoscτP � 1の場合、原子は一周期の間に |g−1/2〉と |g+1/2〉の間の遷移を数回起こす。この
ような”量子ジャンプする領域”においては、内部変数は外部変数よりはるかに速く変化する。これ
はレーザー冷却の半古典的な取り扱いにおいて従来典型的に考えられてきた領域である。断熱的に

内部変数を消去し、原子の運動を速度に依存する力と運動量拡散係数によって記述することができ

る。このような取り扱いは文献 [63]において詳しく与えられているが、これは 9.5節において概略
を見てみる。

もし ΩoscτP � 1の場合、これまでとは逆の状況になり、原子はもう一方の副準位に光ポンピン
グされる前にポテンシャル井戸内で数回振動する。このような”振動する領域”においては外部変数
は内部変数よりもはるかに速く変化するが、これは自由原子のレーザー冷却においては非常に特異

なものである。このことはここでは重要で、なぜならもし式 (9.24)で評価される温度を下げるため
に、δを固定して Ω1を減少するとすると、式 (9.30)より量子ジャンプする領域から振動する領域
に移すことができるからである。9.6節においてこの領域について少々述べることにする。より詳
しくは文献 [64]と [66]に見い出させれる。
この項を終わる前に、これ以外の冷却機構について言及したいと思う。これはこの章で議論した

ものと密接に関連するが、偏光勾配は用いていないものである [67, 68]。例えば z軸方向に二つの

対向する同じ円偏光 σ+の光からなるレーザー光の配置を仮定する。この場合には純粋な σ+ 光の

定在波になる。引き続き Jg = 1/2 ↔ Je = 3/2遷移を考えると、|g±1/2〉の光シフト E±1/2(z)は
空間的に振動し (E+1/2 = 3E−1/2)、二つの副準位の分裂は定在波の節においてゼロに、腹におい
て最大になる。光ポンピングによって、全ての原子は |g±1/2〉にポンピングされ、zで静止した原
子のこの状態の定常状態の分布数は 1のままで、zに依存しない。これは s� 1において励起状態
の分布数が無視できるからである。ここで弱い静磁場B0を z軸に垂直に加えると仮定する。もし

B0が十分小さいとすると、その効果は節の近傍においてのみ重要になる。ここでは磁場が副準位

|g±1/2〉を混合し、この準位は縮退することになる。次に動いている原子を考え、これが予め副準位
|g+1/2〉に励起されているとする。このような原子が節を通り過ぎると、Landau-Zener遷移によっ
て原子はもう一方の副準位 |g−1/2〉に移ることができ、これは |g+1/2〉よりも光シフトが小さい。原
子は光ポンピングによって |g+1/2〉に戻るまで τP 程度の時間、この副準位に引き続き残ることにな

る。このような方法によって原子が振動するポテンシャル曲線を下るより多く上ることになる新し

い例を提供されることが簡単に分る。

9.5 ジャンプする領域 (ΩoscτP � 1)

この項では ΩoscτP � 1を仮定する。このため、

Tint � Text (9.31)

となる。これから内部変数が定常状態に達するのに必要な時間の間、またはより厳密には制御され

た領域においては、原子の速度は顕著には変化しない。このため内部変数の運動方程式 (9.16)にお
いては

z = vt (9.32)

と置くことができ、この方程式を解くときには vを定数とみなすことができる。
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9.5.1 速度 vの原子の内部状態

式 (9.32)を分布数の差Mの運動方程式 (9.18)に代入すると、

d

dt
M(t) +

1
τP

M(t) = − 1
τP

cos 2kvt (9.33)

が導かれる。これは定数の係数による線形微分方程式で (τP は式 (9.19)より z、そしてこのため t

に依存しないため)、供給源の項が角周波数 2kvで変調されている。式 (9.33)の制御された領域の
解は

M(t) = −Re
τ−1
P

2ikv + τ−1
P

e2ikvt (9.34)

と書き表され、これはまた式 (9.32)を呼び起こすと、

M(z) = − 1
1 + (v/vc)2

cos 2kz − v/vc

1 + (v/vc)2
sin 2kz (9.35)

となる。ここで vcは臨界速度で、

vc =
1

2kτP
=

λ

4πτP
=
Γ ′

9k
(9.36)

と定義される。

式 (9.35)より物理的な洞察を行うため、v � vcに対するこの式の限界を調べるのは有用であろ

う。v/vc の一次のオーダーで、式 (9.35)は式 (9.36)と zで静止する原子に対する分布数差の定義

式 (9.20)を用いて

M(z) = − cos 2kz − 2kvτP sin 2kz

= Mst(z) − vτP
d

dt
zMst(z)

	 Mst(z − vτP )

(9.37)

と書き表される。このような結果は、(過渡的な領域の後)低い速度 vで zを通り過ぎる原子の内

部状態は zで静止した原子の内部状態よりも遅れる事を明らかに示している。内部変数の有限の応

答時間 τP によって、動いている原子から”見た”レーザー光の偏光の変化に対してM(z)は瞬間的
に調整されない。原子の応答には非局所性があり、これは内部時間 τP の間、原子が移動する距離

vτP によって特徴づけられる。

9.5.2 速度に依存する平均的な力。摩擦係数

式 (9.35)を力の平均の表式 (9.12)に代入し、空間的な平均をとると、速度 vで動いている原子

に作用する空間的に平均した力の z成分が得られる。

Fz(v) = −kU0

2
v/vc

1 + (v/vc)2
= − αSv

1 + (v/vc)2
(9.38)

ここで αSは式 (9.36)、(9.11)と (9.19)より、

αS = k2U0τP = −3h̄k2 δ

Γ
(9.39)
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に等しい。v � vcに対しては、Fz(v)は

Fz(v) = −αSv (9.40)

と書き表され、これは αSが低強度におけるシシフォス冷却の摩擦係数であることを示している。

αSを式 (4.8)で与えられる平面レーザー光中で動く 2準位原子に対する αDと比較することは興味

深い。式 (4.8)で αに Dを加えたのは、この場合には摩擦の機構がドップラー効果によるからであ

る。式 (9.39)で与えられる αSの顕著な性質は、これがレーザー強度 ILに依存しないことである。

一方、式 (4.8)では αDは sに比例し、このため s � 1の時には ILに比例する。一見すると、こ

れは非常に驚くべき結果である。なぜなら ILの減少は図 9.2のポテンシャル井戸の深さ U0を減少

させ、この結果、対応する勾配力も減少させる。しかし、式 (9.39)は αSが U0と τP の積に比例す

ることを示しており、このため ILが減少すると、ILに比例して変化する U0の減少は、1/ILに比
例して変化する τP の増加によって補われる。言い換えれば、低い強度においては、光シフトの弱

さは光ポンピング時間の長さによって補われる。また、式 (9.39)より、αS の値は |δ| � Γ に対し

ては、αDの最適値、これは式 (4.9)より h̄k2/4程度であるが、これよりも大きい事を記しておく。
vが増加すると、Fz(v)は v = vcの時に最大値に達する。そして v � vcの時、1/vで減少する。

臨界速度 vcは、光ポンピング時間 τP の間にこの速度で動くと λ程度の距離進む様な速度である

が、これはしばしば”捕捉速度範囲”と呼ばれる速度範囲とみなすことができ、低強度のシシフォス
冷却の摩擦力が最も効率が高い速度範囲である。式 (9.36)によると、vcは 1/τP、すなわちレーザー
強度 ILに比例する。このような結果はドップラー冷却に対して起こる結果と対照をなす。ドップ

ラー冷却では、捕捉速度範囲は第 4章の図 4.2の曲線の幅で与えられるが、これは最適な離調の値
δ = −Γ/2に対しては kvc 	 Γ となり、これは ILには依存しない。

この節において導かれた結果をまとめると、低強度のシシフォス冷却に対しては、摩擦係数 αS

は一定のままで、ILが減少するとこれは非常に大きくなり、一方、捕捉速度範囲は減少する。これ

とは反対に、ドップラー冷却においては、摩擦係数 αDは ILが減少するとこれも減少し、一方捕

捉速度範囲は一定のままである。

9.5.3 平衡温度

低強度のシシフォス冷却に関する平衡温度 TS を評価するため、最初に zで静止する原子に対す

る運動量拡散係数Dのオーダーを求める必要がある。

2準位原子の場合と同様に、Dへの寄与としては、自然放出光によって運動量が持ち去られるこ
とによる運動量の揺らぎからくるDvacと、二つの対向する光のそれぞれに吸収される光子数の差

における揺らぎからくるDabsがある。5.2.3項において展開したのと同様な考察によって、これら
二つの寄与は、この章において考えている s0 � 1の場合に対しては、

Dvac 	 Dabs 	 h̄2k2Γ ′ = h̄2k2Γs0 (9.41a)

のオーダーになる。また、原子が 1/τP の確率でランダムに基底状態のゼーマン副準位間で光ポン
ピングの遷移が起きている場合における、−∇E+1/2と −∇E−1/2 = +∇E+1/2 間で振動する瞬間

的な双極子力の揺らぎからくるDへの寄与Ddipがある。文献 [39]の 4B項に示されているものと
非常に似た計算によって、この寄与は次のような結果となる。

Ddip = 2h̄2k2 δ
2

Γ
s0 sin4(2kz) (9.41b)
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この空間的な平均は

Ddip =
3
4
h̄2k2 δ

2

Γ
s0 (9.41c)

に等しくなる。

式 (9.41b)によると、Ddipはある場所ではゼロになる。しかし、|g±1/2〉から離れる確率は決し
てゼロにはならないので (式 (9.14)を見よ)、Dvacと Dabsはゼロにはならない。

もし |δ| � Γ の場合、Ddipは Dvacと Dabsよりも δ2/Γ 2 � 1程度大きくなる。このため、

D 	 Ddip =
3
4
h̄2k2 δ

2

Γ
s0 (9.42)

摩擦係数 αSで表される冷却と、運動量拡散による加熱の間の競合の結果から平衡温度 TSが決

まる。このため、|δ| � Γ に対しては、

kBT =
D

αS
	 −1

4
h̄δs0 =

3
8
U0 (9.43)

となる。これは先に予想した結果の定量的な検証である (式 (9.24)を見よ)。それによれば平衡エネ
ルギーが図 9.2のポテンシャル井戸の深さ U0 程度であると予想した。s0 の定義 (3.6)を用いるこ
とにより、|δ| � Γ に対して、

kBT 	 h̄Ω2
1

8|δ| (9.44)

となり、ここで Ω1は二つの対向するそれぞれの光に対するラビ周波数である。セシウムによる実

験 [69]によって、T が非常に大きな範囲において Ω2
1/|δ|に比例するという結果が得られた。この

式 (9.44)との一致は少々予期しなかったことである。なぜならここで示した理論は一次元および
Jg = 1/2 ↔ Je = 3/2遷移に対してのみ有効で、一方、実験は三次元で Jg = 4 ↔ Je = 5遷移にお
いてなされたからである。

最後に全速度分布が Fz(v)の直線の部分に落ちるのはどのような条件下においてかという疑問が
生じる。この様な条件は

vrms � vc ⇒ Ω1 �
√
h̄k2

M

|δ|3
Γ 2

(9.45)

と書き表され、これは ΩoscτP � 1と等価であることが分り、これはこの節において考えてきた量
子ジャンプする領域の有効な条件である。

9.6 弱い光によるシシフォス冷却の冷却限界

先の節で紹介した扱いは半古典近似に依存し (原子の空間的コヒーレンス長 ξがレーザー波長 λ

よりもはるかに小さいこと–2.3.2項の議論を見よ)、また Tint � Text という仮定にも依存してい

る。この平衡温度 (9.44)に対する予想は Ω1が非常に小さい場合には確かに間違いである。低強度

のシシフォス冷却によって達成可能な最低温度を決定するためには、より正確な理論が必要となる。

9.6.1 完全に量子力学的な取り扱いによる結果

文献 [64]において低強度のシシフォス冷却の完全に量子力学的な扱いが示されている。これにお
いては原子の内部および外部自由度の両方に対して量子化している。ここではこのような計算に詳

しくは立ち入らないことにする。いくつかの重要な結果を単に示すことにする。
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最初に離調 δが一定のもとでの平均運動エネルギー 〈P 2/2M 〉の U0に対する変化に関する予想

を考えてみる。U0 � ERに対しては、量子論による結果は半古典論による結果と一致し、直線が

得られる。U0が減少すると、〈P 2/2M 〉は減少し、最低値を経てその後は発散する (文献 [64]の図
4.1bを見よ)。これは 9.4.2項における U0のしきい値の存在に対する定性的な予想を確かめるもの

である。〈P 2/2M 〉の最低値 〈P 2/2M 〉minに関する二つの重要な結果を述べておく必要がある。最

初に、この最低値に対応する δと U0 の値に対して、Δp ∼ 〈P 2〉1/2によって特徴づけられる pの

可能な値に対する分散Δpは、いつでも h̄kよりも大きい。実際、U0 = 95ERおよび |δ| � γに対

して達成される 〈P 2〉1/2の可能な最低値は 5.5h̄kに等しい。これは半古典近似がそんなに悪くない
ことを意味する。なぜならコヒレーンス長 ξA ∼ h̄/Δpはいつでも λ = 2π/kよりも小さいからで
ある。二番目に、〈P 2/2M 〉minに相当する U0の値に対して、ΩoscτP はもはや 1に比べて小さくな
い。実際、最低値 〈P 2/2M 〉minは ΩoscτP → ∞の極限において達成される。これらの結果は最適
なシシフォス冷却は 9.5節の扱いによっては記述できない。これは半古典近似を用いているからで
はなく、これはそんなに悪い近似ではない。これは Tint � Textという近似のせいで、これは不等

号の向きを反転する必要がある。

文献 [64]において、量子力学的な運動方程式において行われるいくつかの近似が示されており、
これは 5.3節と同様に原子のウィグナー関数を h̄k/Δpの 2次の次数までのべき展開をするという
意味においてまだ半古典なものである。5.3節の扱いとの違いは内部変数がもはや断熱的に消去さ
れてはいないことである。これによってこれ以外のいくつかの近似が導入されている。ここでは極

限 ΩoscτP � 1に的を絞ることとする。これによっていわゆる”secular近似”によって中性原子の
レーザー冷却を、イオントラップ中のイオンのレーザー冷却を記述するのに用いられてたものと良

く似た物理的描像によって記述することを可能にする。

9.6.2 振動する領域 (ΩoscτP � 1)

この領域においては、原子はもう一方の副準位に光ポンピングされる前に、図 9.2のポテンシャ
ル井戸の一つの中で何回か振動する。このため、最初にステップでは、原子–場の間の結合の散逸部
分を無視する。これは原子による実の吸収および放出に関係するものである。そして光シフトの源

であるこの結合の反動的な部分のみを考えることにする。これは散逸過程抜きに二重ポテンシャル

E±1/2(z)中の原子の運動を考えることに等しい。文献 [66]に示したのと同様に、対応するハミル
トニアンの対角化によって一連のエネルギー準位が得られ、これは実際には E±1/2(z)の周期性に
よりエネルギーバンドを形成している。最低次のバンドは非常に狭く、これは隣接するポテンシャ

ル井戸との間のトンネル効果が小さいためである。例えば、δ = −20Γ、Ω1 = 1.5Γ、及びセシウ
ム原子の反跳シフトの場合、U0 	 100ERとなり、これは 6つのバンドがあり [66]、最低次のバン
ドの幅は 10−6ERよりも小さく、隣のバンドとの間隔は h̄Ωosc程度で、Ωosc/2π 	 40kHzとなる。
このような近似の第二番目のステップにおいて光ポンピングの効果を導入する。これは異なるエ

ネルギーバンド間または与えられたバンド内の遷移を誘起する。条件 ΩoscτP � 1によって、エネ
ルギー準位の分布数間の非 secularな結合と、h̄Ωosc 程度離れた異なるエネルギー準位間の密度行

列の非対角要素を無視する事ができる。文献 [66]はこのような”secular近似”(対称性の考慮の補遺)
からいかにしてエネルギー準位の分布数のみを含む一組のレート方程式が導かれるかが示されてい

る。このような方程式は光ポンピング確率による明確な物理的意味を持っている。またこれらの式

は、z 方向の原子の運動量 pによる |g±1/2, p〉を基底とした完全な量子力学的な方程式よりもより
簡単に数値計算により解く事ができる。例えば、先に与えられたパラメータの値に対して、50%以
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上の原子が二つの最低次の束縛状態のバンドに捕捉されることが分る。そして 〈P 2/2M 〉に対して
このようにして得られる値は文献 [64]において得られた結果と非常に良く一致する。
このような近似は束縛状態間の (自発的な)反ストークス–ラマン遷移によるレーザー冷却の記述

を与える。これはイオントラップ中のイオンのレーザー冷却に対して与えられる記述と非常に似て

いる [21]。これは光モラセズ中に捕捉された中性原子において新しい現象が観測される可能性を示
唆する。例えば、捕捉原子の蛍光スペクトルにおいて ωLから ±Ωosc 程度の大きさだけ周波数が

シフトした離散的なサイドバンドを観測できる可能性がある。このようなサイドバンドは ωLから

Ωoscだけ離れているが、これは 1/τP のオーダーのサイドバンドの幅よりもはるかに大きいため、
容易に分離可能である。これらの観測は光モラセズ中の量子化された原子の運動に対する直接的な

証拠を示すものである。このような効果は最近の実験によって観測された [86][87]。
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10.1 はじめに

この章の目的はドップラー冷却限界を打ち破る事を可能にする新しいレーザー冷却機構のもう一

つの例を紹介することにある。前章と同様に、この機構は複数の基底状態のゼーマン副準位の存在

と偏光勾配を基にしている。しかし偏光勾配は異なる性質のもので、9章で議論したシシフォス効
果とは全く異なった物理的過程を引き起こす。この σ+–σ− 配置を調べるもう一つの重要な動機は、

Jg = 1 ↔ Je = 1遷移の特定な場合において、”コヒーレントポピュレーショントラッピング”のア
イデアを紹介できることにある。この現象はまた別の冷却方法を基にしており、これは 11章で解
析するが、これによって単一光子の反跳限界以下の温度が得られる。

9章と同様に、z方向に進む、同じ振幅 E0で同じ周波数 ωLの二つの対向するレーザー光を考え

る。しかし直交する直線偏光の代わりに、ここでは二つの直交する円偏光、z方向に進行する光に

対しては偏光 σ+、対向する光に対しては σ−とする (図 10.1を見よ)。
二つの光の位相差を適当に選ぶと、zにおけるレーザー電場は

EL(z, t) = E+
L(z)e−iωLt + c.c. (10.1)

と書き表され、ここで

E+
L (z) =

1
2
(ε+eikz + ε−e−ikz)E0 (10.2)

である。ε± = ∓(εx ± iεy)/
√

2を用いると、

EL(z, t) = − i√
2
ε(z) = − i

2
ELε(z) (10.3)

となり、ここで EL = E0

√
2は zに依存しない実数の振幅で、規格化された線形偏光ベクトル ε(z)

ε(z) =
i√
2
[ε+eikz + ε−e−ikz ]

= εx sin kz + εy coskz
(10.4)

は z軸を中心とした φ = −kzの回転によって εyから得られる。これからレーザー電場は全ての z

の値に対して、同じ振幅 ELで、zが変化すると回転し、λのピッチで螺旋を形作るような直線偏光

ε(z)を持つことになる (図 10.1)。
異なる 2点 z1と z2におけるレーザー電場は純粋な回転によってお互いに他方から変換できるた

め、基底状態の副準位の光シフトは z1と z2において同じ大きさになり、一方対応する波動関数は

互いに回転によって他方に変換される。これから、9章で調べた状況とは対照的に、光シフトした
エネルギーは空間的な勾配を示さず、一方、明確な光シフトを示す基底状態のゼーマン副準位の波

動関数は位置に依存する。これは光シフトした基底状態の副準位のエネルギーは空間的には振動せ
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図 10.1: σ+–σ− 配置この結果得られるレーザー電場は直線偏光で、その向きは空間的に回転して

ピッチが λの螺旋を形成する。

図 10.2: 遷移 Jg = 1 ↔ Je = 2 (a)および Jg = 1 ↔ Je = 1 (b)に対する Clebsch-Gordan 係数。

ず、これによって σ+–σ− 配置に対してはシシフォス効果の可能性が全く排除される。このような
配置においては、式 (8.51)で与えられる力の平均の反動的成分は完全に波動関数の空間的な勾配に
よるものである。このためこの状況はある意味では 9章で解析したものの相補的なものである。
レーザー電場の偏光 ε(z)が直線であるということは重要な結論をもたらす。光シフトは ε(z)に
平行な静電場によって作られる DCの Starkシフトと同じ対称性を持っているが、これは ε(z)方
向の磁気量子数の符号が反対な二つのゼーマン副準位に対しては等しくなる。このため 9章と同様
に Jg = 1/2とおくと、基底状態のゼーマン縮退は光シフトによっては解けないため、この場合に
はエネルギーの勾配も、また波動関数の勾配も生じない。Jg = 1/2に対しては二つの対向する光の
放射圧はいつでも等しいため (もしドップラー冷却を無視すれば)、この Jg = 1/2の場合には新し
い冷却効果は生じないという結論に達する。この章において Jg = 1 ↔ Je = 2と Jg = 1 ↔ Je = 1
の二つの原子の遷移について考慮するのはこのためである。これらは σ+–σ− 配置における新しい
冷却機構を導く最も簡単な Jgの値を持つものである (図 10.2を見よ)。最初のものは標準的な遷移
の Jg ↔ Je = Jg + 1である。二番目は、コヒーレントポピュレーショントラッピングのアイデア
を簡単に紹介するためにここで考慮した。
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(10.2節において)力の平均の一般的な表式を与えることから始める。これはここでは光シフトし
たゼーマン副準位の波動関数の空間的な勾配によるものと、二つの対向する光がもたらす放射圧の

間の差によるものの和である。この後、10.3節において光シフトと zにおいて静止している原子の

定常状態の分布数を調べる。動いている原子に対しては、10.4節において原子の時間発展が時間に
依存しないハミルトニアンによって解析することができる回転して動いている系を導入することが

できることを示す。このような変換は 10.5節において、Jg = 1 ↔ Je = 2遷移に対して現れる新
しい冷却機構を簡単な方法で解釈することを可能にする。重要な物理的な効果は基本的には非常に

敏感な運動がもたらす基底状態の副準位間に現れる分布数の差で、これは二つの対向する光によっ

てもたらされる放射圧の間の不均衡を生じさせる。最後に、10.6節においてコヒーレントポピュー
レーショントラッピングの現象をもたらす Jg = 1 ↔ Je = 1遷移の場合について解析する。
σ+–σ− 配置は新しいレーザー冷却機構に対する最初の説明 [70, 71]において最初から考慮され

ていた。ここでは文献 [63]のより定量的な説明に従うつもりである。また数値計算によるいくつか
の結果が文献 [65]に示されている。また σ+–σ−レーザー光に静磁場を与えた場合については文献
[72]に示されている。

10.2 力の平均の一般的な表現

9章と同様に

δ′ = δs/2 = δs0 (10.5a)

Γ ′ = Γs/2 = Γs0 (10.5b)

を導入する。ここで s0は二つの対向する光のそれぞれの振幅 E0に対する飽和パラメータで、s = 2s0
は EL = E0

√
2に対する飽和パラメータである。

10.2.1 光シフトに関する有効ハミルトニアン

式 (8.36)によると、この様なハミルトニアンは

Heff = h̄δ′
∑

m,m′
|gm〉〈g′m|〈gm|Λ(z)|g′m〉 (10.6)

と書き表される。ここで Λ(z)は式 (8.32)において与えられている。ε(z)の ε+および ε−による展
開式 (10.4)と図 10.2の Clebsch-Gordan係数を用いて、Λ(z)の行列要素を簡単に計算することが
できる。これらを式 (10.6)に代入することにより、Jg = 1 ↔ Je = 2遷移に対しては

Heff (1 ↔ 2) = +
h̄δ′

2
|g0〉〈g0| +

7h̄δ′

12
[|g1〉〈g1| + |g−1〉〈g−1|]

+
h̄δ′

12
[
|g1〉〈g−1|e2ikz + |g−1〉〈g1|e−2ikz

] (10.7a)

が得られ、Jg = 1 ↔ Je = 2遷移に対しては

Heff (1 ↔ 1) = +
h̄δ′

2
|g0〉〈g0|+

h̄δ′

4
[|g1〉〈g1|+ |g−1〉〈g−1|]

− h̄δ′

4
[
|g1〉〈g−1|e2ikz + |g−1〉〈g1|e−2ikz

] (10.7b)
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が得られる。

Jz の固有状態の基底 {|gm〉}による Heff のゼロでない非対角要素は |g1〉と |g−1〉、またはその
逆の間を結びものだけであることが式 (10.7)において明らかに分る。これは 8.6.4項の終わりの方
で示唆したΔm = ±2の選択則によるものである。また zに依存する式 (10.7)の項は |g1〉と |g−1〉
の両方が現れる項だけである。これはこれらの項が両方の対向する光を含んでいる事 (再分配過程)
によるもので、これらの光の位相は zが変化すると exp(±ikz)のように変化する。

10.2.2 復元力

この力の表式 (8.48)を用いると、Jg = 1 ↔ Je = 2遷移に対しては

Freact(1 ↔ 2) = −〈∇Heff (1 ↔ 2)〉

= − i

6
h̄kδ′ε

[
σg−1g1e

2ikz − σg1g−1e
−2ikz

] (10.8a)

が得られ、Jg = 1 ↔ Je = 1遷移に対しては

Freact(1 ↔ 1) = −〈∇Heff (1 ↔ 1)〉

= +
i

2
h̄kδ′ε

[
σg−1g1e

2ikz − σg1g−1e
−2ikz

] (10.8b)

が得られる。

この後の計算に対して新しい表記

σ̃g1g−1 = σg1g−1e
−2ikz = σ̃∗

g−1g1
(10.9)

を密度行列の非対角要素に対して導入すると便利である。σg1g−1 と σ̃g1g−1 の間の変換の物理的な

解釈は 10.4節において与えられる。ここで σ̃g1g−1 の実部および虚部を Crと Ciとする。

σ̃g1g−1 = Cr + iCi (10.10)

式 (10.9)と (10.10)を用いて式 (10.8)を

Freact(1 ↔ 2) = − h̄k
3
δ′Ciεz (10.11a)

Freact(1 ↔ 1) = +h̄kδ′Ciεz (10.11b)

と書き直す事ができる。式 (10.11)より力の平均の反動的成分は g1と g−1の間のゼーマンコヒーレ

ンスの虚部に等しい事が明らかである。このことは反動的な力は再分配力 (8.6.2項を見よ)で、二
つの対向する光は直交する円偏光 σ+と σ−であることに反映している。

10.2.3 散乱力

式 (8.66)で与えられる、このような力は二つの光によってもたらされる放射圧の間の差である。
G±

μ とそれぞれの光に対する飽和パラメータ s0を用ると、光 1(波数ベクトル kεz、偏光 σ+)によっ
てもたらされる放射圧は (h̄kΓ s0/2)と、各ゼーマン副準位 gmの分布数 Πmに gmが始状態の σ+

遷移の Clebsch-Gordan係数によって重みづけを行って和をとったものとの積に等しい事が容易に
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分る。εzを −εzに、また σ+を σ−に置き換える事により、同様の結果が光 2によってもたらされ
る放射圧に対しても成り立つ。これから Jg = 1 ↔ Je = 2遷移に対しては

Fdissip(1 ↔ 2) = +h̄k
Γ ′

2
εz

×
[
Π1 +

Π0

2
+
Π−1

6
− Π1

6
− Π0

2
−Π−1

]
= +

5
12
h̄kΓ ′εz [Π1 −Π−1]

(10.12a)

が得られ、また Jg = 1 ↔ Je = 1遷移に対しては

Fdissip(1 ↔ 1) = +h̄k
Γ ′

2
εz

×
[
Π0

2
+
Π−1

2
− Π1

2
− Π0

2

]
= −1

4
h̄kΓ ′εz [Π1 −Π−1]

(10.12b)

となる。

式 (10.12)には力の平均の散逸成分が二つのゼーマン副準位間の分布数差 Π1 − Π−1に比例す

ることが明らかに現れている。また (10.12a)と (10.12b)では符号が変化していることを記してお
く。これは Jg = 1 ↔ Je = 2遷移に対しては最も強い σ+ 遷移は g1が始状態であるからで、一方

Jg = 1 ↔ Je = 1遷移に対してはこれが g−1が始状態であるからである (図 10.2を見よ)。

10.3 静止した原子の内部状態

10.3.1 光シフト

式 (10.7)で与えられる有効ハミルトニアンは簡単に対角化することができる。最初に、他のどの
状態とも結合しない状態 |g0〉は明らかに Heff の固有状態である。次に、{|g0〉}空間におけるHeff

を表す 2 × 2行列は等しい対角要素を持っている。これから |g1〉eikzと |g−1〉e−ikz の対称および反

対称な足し合わせもまた Heff の固有状態であることになる。もし

|ψS(z)〉 =
1√
2

[
|g1〉eikz + |g−1〉e−ikz

]
(10.13a)

|ψA(z)〉 =
1√
2

[
|g1〉eikz − |g−1〉e−ikz

]
(10.13b)

とおくと、Jg = 1 ↔ Je = 2遷移に対しては

Heff (1 ↔ 2)|g0〉 = (h̄δ′/2)|g0〉,

Heff (1 ↔ 2)|ψS(z)〉 = (2h̄δ′/3)|ψS(z)〉,
Heff (1 ↔ 2)|ψA(z)〉 = (h̄δ′/2)|ψA(z)〉,

(10.14a)

が得られ、Jg = 1 ↔ Je = 1遷移に対しては

Heff (1 ↔ 1)|g0〉 = (h̄δ′/2)|g0〉,

Heff (1 ↔ 1)|ψS(z)〉 = 0|ψS(z)〉,

Heff (1 ↔ 1)|ψA(z)〉 = (h̄δ′/2)|ψA(z)〉,

(10.14b)
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図 10.3: Jg = 1 ↔ Je = 2遷移 (a)および Jg = 1 ↔ Je = 1遷移 (b)に対する基底状態のゼーマン
副準位の光シフト。黒丸の大きさは zにおいて静止した原子に対応する副準位の定常状態の分布数

に比例する。δ < 0を仮定している。垂直線は運動による |ψS〉と |ψA〉の間の結合を表し、これは
角周波数 kvによって特徴づけられる。

が得られる。先に (10.1節を見よ) 予想したように、光シフトは zに依存しない事が分る。一方、

Heff の固有状態は zに依存する。図 10.3は両方の遷移に対する基底状態のゼーマン副準位の光シ
フトを表す。9章と同様に、δ < 0を仮定しており、このため光シフトは負の方向である。|g0〉と
|ψA(z)〉の光シフトは同じで、これらは縮退したままである。
式 (10.14)で得られた結果と図 10.3に表されている結果は、zにおけるレーザー光の偏光が直線

で、式 (10.4)で与えられる単位ベクトル εz に平行であることを記すことにより、より速く見出す

ことができるかもしれない。これから角運動量 Jの固有状態の成分 εz·Jが明確な光シフトを持ち、
これが h̄δ′と図 10.2の π遷移の Clebsch-Gordan係数の二乗の積に等しい事は明らかである。これ
から直ちに式 (10.14)に示されている固有値とそれらの縮退が与えられる。また式 (10.13a)で与え
られている |ψS(z)〉が固有値 0の εz·Jの固有状態に一致し、一方、式 (10.13b)で与えられる |g0〉と
|ψA(z)〉が εz·J の固有状態で固有値がそれぞれ +h̄と −h̄の二つの状態の足し合わせでそれぞれ直
交するものであることが確認できる。しかし Heff を対角化するために導入した二つの状態 |ψS(z)〉
と |ψA(z)〉は次に続く節において重要な役割を果たし、εz ·J の固有状態を用いるよりも便利である
ことが分る。最初に、原子の運動が |ψS(z)〉と |ψA(z)〉の間だけを結合する事が 10.4節において分
る。二番目に、Jg = 1 ↔ Je = 2遷移に対しては状態 |ψS(z)〉が、Jg = 1 ↔ Je = 1遷移に対して
は状態 |ψA(z)〉が |g−1〉と |g1〉の線形結合になり、これは励起状態 |e0〉とは (zにおいて静止してい
る原子に対して)レーザー–原子相互作用ハミルトニアン VALによって結合しない。これは簡単に

〈e0|VAL(1 ↔ 2)|ψA(z)〉 = 0 (10.15a)

〈e0|VAL(1 ↔ 0)|ψS(z)〉 = 0 (10.15b)

と確かめることができる。この結果の物理的な解釈は |g−1〉からの σ+光子の吸収に対すると、|g+1〉
からの σ− 光子の吸収に対する吸収確率の振幅は、もし原子が |g+1〉と |g−1〉のある適当な線形な
重ね合わせ状態にあるとすると、これらは互いに干渉して打ち消し合う事ができる。二つの非結合

状態 (10.15a)と (10.15b)の間の符号の違いは e0が終状態の σ+ と σ− 遷移の Clebsch-Gordan係
数が、Jg = 1 ↔ Je = 2遷移に対しては等しいのに対して、、Jg = 1 ↔ Je = 1遷移に対してはこれ
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が反対である事による (図 10.2を見よ)。後で非結合状態 (10.15b)がコヒーレントポピュレーショ
ントラッピング現象において重要な役割を果たすことが見出されるだろう。

10.3.2 光ポンピングと定常状態の分布数

|g0〉、|ψS(z)〉、|ψA(z)〉からの離れる確率は明確に定義され (式 (8.39)を見よ)、これは Γ ′と Λ
の固有値の積に等しく、これは式 (10.14)の h̄δ′の係数である。このようにして Jg = 1 ↔ Je = 2
遷移に対しては

Γ ′
0(1 ↔ 2) = Γ ′

A(1 ↔ 2) =
Γ ′

2

Γ ′
S(1 ↔ 2) =

2Γ ′

3

(10.16a)

が得られ、Jg = 1 ↔ Je = 1遷移に対しては

Γ ′
0(1 ↔ 1) = Γ ′

A(1 ↔ 1) =
Γ ′

2
Γ ′

S(1 ↔ 1) = 0
(10.16b)

が得られる。Γ ′
S(1 ↔ 1)がゼロになることにより、Jg = 1 ↔ Je = 1遷移に対しては |ψS(z)〉が

非結合状態になる。Jg = 1 ↔ Je = 2遷移に対しては、|ψA(z)〉は e0とは結合しないが、|e+2〉と
|e−2〉とは結合し続ける。このことが Γ ′

A(1 ↔ 2)が Γ ′
S(1 ↔ 1)と同じようにゼロにならない事の説

明である。

zで静止している原子に対する定常状態の密度行列は式 (8.35)の右辺の第二および三項にそれ
ぞれ関係する離れる確率と戻ってくる確率の間の競合の結果から得られるが、これを得るために、

εz·J の固有状態の基底を用いる。この場合、レーザー光は π偏光とみなされ、定常状態の密度行列

は対角行列である。最初に Jg = 1 ↔ Je = 2遷移を考える。π光子の吸収と σ+光子の自然放出に

よる g0から g−1への遷移の数は π光子の吸収と σ− 光子の自然放出による g−1から g0への遷移の

数と等しい必要があるという単純な詳細平衡理論よって、固有値−h̄、0、+h̄を持つ εz·J の固有状
態の分布数がそれぞれ 4/17、9/17、4/17であることが示される。これから基底 {|g0〉, |ψS〉, |ψA〉}
において密度行列もまた対角行列となり、対応する分布数は

Π0(1 ↔ 2) = ΠA(1 ↔ 2) =
4
17

ΠS(1 ↔ 2) =
9
17

(10.17a)

に等しくなる。これらの zに依存しない定常状態の分布数は図 10.3aにおいて黒丸によって表され
ている。今度は Jg = 1 ↔ Je = 1遷移を考える。|ψS〉から離れる確率はゼロになるので、全ての原
子の分布数は原子がずっとトラップされ続ける |ψS〉に光ポンピングされることになる。これから

Π0(1 ↔ 1) = ΠA(1 ↔ 1) = 0,

ΠS(1 ↔ 1) = 1.
(10.17b)

となる。このような結果は εz·J の固有状態の基底を用いることによっても得ることができる。こ
の基底においては原子は π光子の吸収と σ+または σ−光子の自然放出によって g0に光ポンピング

される。そして g0が始状態の Clebsch-Gordan係数がゼロになることにより、原子は g0にトラッ

プされ続ける (図 10.2bを見よ)。
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10.4 動いている原子の内部状態

ここで z軸方向に速度 vで動いている原子を考える。このため

z = vt (10.18)

となり、また

Tint � Text (10.19)

を仮定する。このため内部変数が平衡状態に達するのに必要とされる時間 Tintの間の vの変化を

無視することができる。

10.4.1 回転しながら並進運動する系への変換

ε(z)の表式 (10.4)の中の zを vtに置き換えることにより、原子が静止している z軸に沿って速

度 vで動く系においては原子は z 軸方向に回転する偏光で角運動量 −kvを持つレーザー光の場を
感じる事が示される。これはレーザー光の場が回転および並進運動する系において一定の方向に保

たれるような回転する系を原子が静止している系に導入する事を示唆する。

このような変換はユニタリー変換

T (t) = exp(−ikvtJz/h̄) (10.20)

を適用することにより達成される。新しい表記においてはレーザー–原子間の相互作用ハミルトニ
アンが原子の双極子モーメントと εy に平行な固定の直線偏光のレーザー電場との間の結合を記述

する事が容易に確かめられる (文献 [63]の付録 Aを見よ)。
新しい表記においては、原子の密度行列は

σ̃ = exp(−ikvtJz/h̄)σ exp(+ikvtJz/h̄) (10.21)

に等しい。これは先に式 (10.9)で導入した変数の変化が回転系への変換に対応することを示してい
る。三つのゼーマン副準位 |g−1〉、|g0〉、|g+1〉の分布数Π−1、Π0、Π+1はこの変換 (10.20)によっ
ては変更されないことを記しておく。

10.4.2 新しいハミルトニアン – 新しい運動方程式

T (t)が tに依存するため、新しい表記におけるダイナミックスはハミルトニアン

H̃ = T (t)HT+(t) + ih̄

[
dT (t)
dt

]
T+(t) (10.22)

によって支配される。ここで Hは古い表記のハミルトニアンである。T (t)HT+(t)が εyに平行な

固定の直線偏光のレーザー場と結合する原子のダイナミックスを記述することを既に示唆した。こ

のためこのダイナミックスは式 (8.35)によって記述され、ここで ε(r)は εyに、σは σ̃に置き換え

られる。

式 (10.20)を用いることにより、式 (10.22)の最終項は

ih̄

[
dT (t)
dt

]
T+(t) = Vrot = kvJz (10.23)
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に等しい事が示される。時間に依存しないこのような項は (仮想的な)静磁場 Bf との相互作用ハ

ミルトニアンと同様の形をしている。この磁場は z軸に平行で、その振幅の大きさはこれに対応す

る Larmor周波数が kvに等しい。実際、このような仮想的な場は新しい系が回転することによっ

てこの系に現れる慣性による場以外の何物でもない。

最後に動いている原子のダイナミックスは z = 0で静止し、これに z 軸に平行な静磁場 Bf の

影響を受けた原子のダイナミックスと同じである。式 (8.35)と (10.23)より、新しい表記における
σ̃ggの運動方程式は

˙̃σgg = −iδ′[Λ(z = 0), σ̃] − Γ ′

2
{Λ(z = 0), σ̃}+

+ Γ ′ ∑
q=−1,0,+1

(ε∗q · d̂
−

)(εy · d̂
+

)σ̃gg(ε∗y · d̂
−

)(εq · d̂
+
)

− ikv[Jz/h̄, σ̃gg].

(10.24)

と書き表される。

式 (10.24)において Λ(z)は式 (10.7)における h̄δ′の係数である。式 (10.7)、(10.10)、および図
10.2の Clebsch-Gordan係数を用いて、式 (10.24)から Π−1、Π0、Π1、Cr、Ciに対する五つの閉

じた方程式の組が帰着され、これは Jg = 1 ↔ Je = 2遷移に対しては

Π̇1 = −5Γ ′

72
Π1 +

9Γ ′

72
Π0 +

Γ ′

72
Π−1 −

Γ ′

18
Cr −

δ′

6
Ci,

Π̇−1 = +
Γ ′

72
Π1 +

9Γ ′

72
Π0 −

5Γ ′

72
Π−1 −

Γ ′

18
Cr +

δ′

6
Ci,

Π̇0 = −
(
Π̇1 + Π̇−1

)
,

Ċr = +
Γ ′

24
Π1 +

Γ ′

8
Π0 +

Γ ′

24
Π−1 −

5Γ ′

12
Cr + 2kvCi,

Ċi = +
δ′

12
(Π1 −Π−1) − 2kvCr −

5Γ ′

12
Ci,

(10.25a)

と、Jg = 1 ↔ Je = 1遷移に対しては

Π̇1 = −Γ
′

8
Π1 +

Γ ′

8
Π0 +

Γ ′

8
Π−1 +

δ′

2
Ci,

Π̇−1 = +
Γ ′

8
Π1 +

Γ ′

8
Π0 −

Γ ′

8
Π−1 −

δ′

2
Ci,

Π̇0 = −
(
Π̇1 + Π̇−1

)
= −Γ

′

4
Π0,

Ċr =
Γ ′

8
− Γ ′

4
Cr + 2kvCi,

Ċi = −δ
′

4
(Π1 −Π−1) − 2kvCr −

Γ ′

4
Ci,

(10.25b)

とそれぞれ書き表される。ゼーマンコヒーレンスΔm = ±1は Π−1、Π0、Π1とは結合しない。こ

れは Λに続く選択則Δm = 0,±2と、|gm〉が Jz の固有状態であるからである。式 (10.25)の全て
の係数は時間に依存しないため、これらの式は定常状態における解を持つ。

三番目の方程式 (10.25b)は、Jg = 1 ↔ Je = 1遷移に対しては Π0が Γ ′/4の確率で減衰するこ
とを示している。これは最初に g0にいた原子は g±1に光ポンピングされることによるものである。

g±1からは e0に再励起されるが、g0には決して戻らない。なぜなら遷移 e0 ↔ g0のClebsch-Gordan
係数がゼロになるからである (図 10.2bを見よ)。
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10.4.3 平均力に対する新しい表現

原子は定常状態に達しており、このため式 (10.25)の全ての左辺をゼロに置くことができると仮
定する。

最初に Jg = 1 ↔ Je = 2遷移を考える。最初の式から二番目の式 (10.25a)を引くと、

Jg = 1 ↔ Je = 2に対して Π1 −Π−1 = −4δ′

Γ ′ Ci, (10.26)

が得られる。式 (10.26)は式 (10.11a)と (10.12a)と組み合わせる事により

Fdissip(1 ↔ 2) = 5Freact(1 ↔ 2) (10.27)

を暗黙のうちに意味する。散逸力は反動力に比例し、その 5倍大きいため、力の全平均は

F(1 ↔ 2) =
6
5
Fdissip(1 ↔ 2) =

1
2
h̄kΓ ′εz(Π1 −Π−1). (10.28)

に等しくなる。このため Jg = 1 ↔ Je = 2遷移の場合、主な効果は二つの対向する光による放射圧
の間の不均衡である。|δ| � Γ の場合 (これは |δ′| � Γ ′を含む)でも反動力が散逸力よりも小さく
なるのに驚くかもしれない。これは反動力の源である再分配過程は σ+–σ− 配置の場合には有限の
回数に限定されている事による。g−1から始まって、原子は kεz モードの光の σ+光子を吸収して

e0にジャンプし、次に −kεz モードの光の σ− 光子を誘導放出し、原子は g+1に落ち、その後再び

kεzモードの光の σ+光子を吸収して e2にジャンプする。しかし、e2からは σ−光子を誘導放出す
ることはもはやできず、再分配過程は止まる。もし 9章のように二つの対向する光の両方が σ+と

σ−の混合した光を含んでいた場合にはこうはならない。

次に Jg = 1 ↔ Je = 1遷移を考える。Π0は定常状態においてはゼロになるため、最初の二つの

式 (10.25b)は定常状態においては同一になり、

Jg = 1 ↔ Je = 1に対して Π1 −Π−1 = +
4δ′

Γ ′ Ci, (10.29)

を導く。これは式 (10.11b)と (10.12b)と組み合わせる事により

Fdissip(1 ↔ 1) = Freact(1 ↔ 1). (10.30)

を与える。これは反動力と散逸力が等しい大きさで、反対の符号であることを示している。Jg =
1 ↔ Je = 1遷移に対しては、全平均放射力は動いている原子に対してもいつでもゼロになる。

F(1 ↔ 1) = Freact(1 ↔ 1) + Fdissip(1 ↔ 1) = 0. (10.31)

このためこの場合においては摩擦力は無い。しかし次の章で摩擦力ではなく、運動量拡散と速度選

択的コヒーレントポピュレーショントラッピングに基づく新しい冷却機構がこのような遷移に対し

て現れることを示す。

10.5 Jg = 1 ↔ Je = 2 遷移に対する摩擦力

10.5.1 摩擦係数

原子が感じる力の全平均 (10.28)を計算するために、式 (10.25a)を解き、Π1 −Π−1の定常状態

の値を得る必要がある。
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最初に速度が非常に小さい極限を考える。z = 0で v = 0の原子に対しては、式 (10.17a)で与え
られる定常状態の密度行列を知っており、これから Π1、Π0、Π−1、Cr、Ciの定常状態の値を求め

る事ができる。

v = 0に対して Π1 = Π−1 = 13/34,

Π0 = 4/17,

Cr = 5/34,

Ci = 0.

(10.32)

これから v �= 0で式 (10.25a)を用いることによって Π1 −Π−1の vに比例する項を回転しながら並

進運動する系において z = 0で静止する原子に対して求める事ができる。式 (10.26)を用いて、最
後の式 (10.25a)を変換して、定常状態においてΠ1 −Π−1を Crの関数として表す事ができる。Cr

はこの式ではすでに kvがかけてあるため、Crを式 (10.32)で与えられる零次のオーダーの値で置
き換えることができる。このようにして

Π1 −Π−1 =
240
17

kvδ′

4δ′2 + 5Γ ′2 , (10.33)

が得られ、従って、式 (10.33)を式 (10.28)に代入すると、

kv

|δ′| � 1 → Fz(1 → 2) = −αv, (10.34)

となり、ここで摩擦係数 αは

α = −120
17

h̄k2 Γ ′δ′

4δ′2 + 5Γ ′2 = −120
17

h̄k2 Γδ

4δ2 + 5Γ 2
. (10.35)

と与えられる。ここでは式 (10.5)を用いた。
|δ| � Γ の極限において式 (10.35)のより物理的な導出が可能である。この時、Π1 −Π−1と α

は式 (10.33)と (10.35)より、

|δ| � Γ → Π1 −Π−1 	 +
60
17
kv

δ′
, (10.36a)

α 	 −30
17
h̄k2Γ

δ
. (10.36b)

と与えられる。ここで静止した原子に対する |g0〉、|ψS〉、|ψA〉の光シフトや定常状態の分布数が与
えられている図 10.3aに戻ってみる。そして式 (10.23)で与えられるハミルトニアン Vrotで記述さ

れる原子の運動による摂動を理解しようとしてみる。Jz|g0〉 = 0なので、Vrotは |g0〉 = 0と他のど
の状態とも結合させることはできない。さらに、式 (10.13a)を用いて (原子は回転しながら並進運
動する系において z = 0で静止しているため、指数関数 exp(±ikz)は無い)、Vrotが |ψS〉と |ψA〉
に対して対角項が無い事が容易に確認できる。Vrotの唯一のゼロでない行列要素は |ψS〉と |ψA〉の
間の要素で、これは

〈ψS |Vrot|ψA〉 = h̄kv. (10.37)

に等しい。これは図 10.3aの垂直の矢印で示されている。kv � |δ′|の極限において、これは式
(10.36)が有効なための条件で、|Π1 −Π−1| � 1を導く事になるが、この場合、ψS と ψA 間の運

動による結合 h̄kvは分裂 ES −EAよりも小さくなる。この分裂は式 (10.14a)より、

ES −EA =
2
3
h̄δ′ − 1

2
h̄δ′ =

h̄δ′

6
. (10.38)
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に等しい。このため Vrotの効果は摂動論によって扱うことができる。kv/δ′の最低次で、すなわち
一のオーダーにおいて Vrotの主な効果は波動関数を変化させることである。波動関数 ψAには ψS

が混ざることになり、またその逆も起こる。もし |ψS〉と |ψA〉が |ψS〉と |ψA〉の摂動を受けた状態
だとすると、kv/δ′の一次のオーダーにおいて

|ψS〉 = |ψS〉 +
h̄kv

ES −EA
|ψA〉 = |ψS〉 +

6kv
δ′

|ψA〉

=
1√
2

[(
1 +

6kv
δ′

)
|g+1〉 +

(
1 − 6kv

δ′

)
|g−1〉

]
,

(10.39a)

|ψA〉 = |ψA〉 +
h̄kv

EA − ES
|ψS〉 = |ψA〉 −

6kv
δ′

|ψS〉

=
1√
2

[(
1 − 6kv

δ′

)
|g+1〉 −

(
1 +

6kv
δ′

)
|g−1〉

]
.

(10.39b)

となる。一方、|ψS〉と |ψA〉は同じ割合で |g1〉と |g2〉が含まれているが、|ψS〉と |ψA〉に対しては
これはもはや正しくない。例えば、δ′ < 0なので、|ψS〉における |g−1〉の比率は |g1〉のそれよりも
大きい。これは |ψA〉に対しては逆転する。準位 |ψS〉と |ψA〉の分布数が等しくないことから、|ψS〉
と |ψA〉の間の運動による結合 h̄kvからいかにして Π1と Π−1の間に差が生じるかが理解できる。

文献 [36]と同様に、このような議論は定量的に定式化することかでき∗、そしてちょうど式 (10.36)
が導かれる。ここで運動によって誘導された分布数差Π1とΠ−1は kv/δに対して変化し、ドップ

ラー冷却の場合の様に kv/Γ に対しては変化しない事を強調しておきたい。レーザー光が低強度に

おいては |δ′| � Γ であるので、ここで議論している新しい冷却機構はドップラー冷却よりもはる

かに速度に対して敏感である。

9章と同様に摩擦係数はレーザー強度 ILに依存しないことが式 (10.35)において明らかである。
この結果は、式 (10.28)における吸収率 Γ ′の IL依存性、これは ILが減少すると ILに比例して減

少するが、これと Π1 − Π−1の IL 依存性、これは 1/ILに比例して増加するが、この両者が互い
に打ち消しあうことによる (式 (10.33)と (10.36a)を見よ)。特に、図 10.3aにおいて、ILが減少す
ると、ψS と ψA の間隔は減少し、これは IL を減少すると、ψS と ψAの間の運動による結合 h̄kv

によって誘導される波動関数の混合が増加することを説明するものである。また、式 (10.36b)によ
ると、αは |δ| � Γ に対しては −(30/17)h̄k2Γ/δとなる。このような値は 9章において見出された
αS の式 (9.39)における対応する値よりも Γ 2/δ2のオーダーだけ小さく、これは |δ| � Γ の場合、

小さい値になる。しかし 10.5.3項において、運動量拡散係数は同じ大きさ Γ 2/δ2だけ小さくなる

ため、平衡温度は σ+ −−σ−と Lin⊥Lin (直線 ⊥ 直線)配置の両方に対して同じオーダーになる。

10.5.2 取り込み速度範囲

ここからは |δ| � Γ を仮定することにする。kvが |δ′|よりももはや小さくない時には、kv/δ′が
小さい事を基にしている先の節における全ての摂動計算はもはや無効となる。このため式 (10.25a)
に立ち戻って、この厳密な定常状態の解を数値計算によって、もしくは解析的に求める必要がある。

これから力の平均 (10.28)の vに対する変化は分散曲線になることが分かり、臨界速度 vc、または

∗文献 [36] においては、計算は �·� の基底においてなされている。運動による結合 Vrot は二つのゼロでない非対角要
素を持つ。ここで行ったのと同様に、基底 {|g0〉, |ψS〉, |ψA〉}を用いることにより、計算を簡単にすることができる。なぜ
なら |ψS〉と |ψA〉だけが Vrot によって結合するからである。



104 第 10章 σ+–σ− 配置 – 半古典論

捕捉速度範囲において力の係数は最大になる。

kvc ∼ |δ′|. (10.40)

文献 [63]の図 5.1はドップラー冷却の効果も含んでいるが、これはこのような計算の一例である。
低強度のシシフォス冷却に対して見出された取り込み速度範囲 (9.36)と同様に、vcの値 (10.40)

はレーザー強度 ILに比例する。しかし式 (9.36)と (10.40)の間には重要な違いがある。Lin⊥Lin
配置の場合には、kvcは吸収率 Γ ′に比例するが、一方、σ+–σ− 配置の場合には、kvcは光シフト

δ′に比例する。
この項における議論は、原子が基底状態において異なる対称性を持つ二つの摂動を受けているこ

とを考えることにより、より物理的な用語によって表すことができる。最初にレーザー–原子相互
作用があり、これは回転しながら並進運動する系においては、εyに平行な静電場の対称性を持ち、

またこれは δ′に比例するハミルトニアン項と、Γ ′に比例する緩和項によって特徴づけられる。ま
た原子の運動の効果があり、これは εzに平行な静磁場の対称性を持ち、これは kvに比例する。kv

と |δ′|の相対的な値に依存して、一方の摂動が他方より大きくなる。v = vcに対しては、両者は同

じオーダーの大きさになる。この意味において、力の平均 (10.28)の vに対する変化と原子の基底

状態において観測される狭い Hanle共鳴の間にはある種の類似性がある (8.5.3項を見よ)。

10.5.3 平衡温度のおおよその値

最初に運動量拡散係数Dを zにおいて静止する原子に対して評価しようとしてみる。9.5.3項と
同じ表記と同じ議論を用いることにより、DvacとDabsに対して式 (9.41a)と同じ結果が得られる。
これはようするに Dvac と Dabsが 2準位原子の場合と同様に同じオーダーの大きさだと仮定する
ことである (5.2.3項を見よ)。次の項で、Dabsに対してはこれがあまり良い近似ではない事が分る

だろう。

σ+–σ−配置においては光シフトの空間的な勾配は無いので、双極子力は無く、また式 (9.41b)と
同様の Ddipの Dへの寄与は無い。これから

D ∼ Dvac ∼ Dabs ∼ h̄2k2Γ ′ (10.41)

となる。

式 (10.41)と式 (9.42)を比べると、σ+–σ− 配置においては Dが Γ 2/δ2程度小さい事が分る。こ

の Dの減少は先の αの減少を補い、このため、平衡温度

kBT ∼ D

α
∼ h̄|δ′| ∼ h̄Ω2

1

|δ| (10.42)

は σ+–σ− 配置および Lin⊥Lin 配置の両方の場合に対して同じオーダーになる。

10.5.4 異常運動量拡散

運動量拡散係数の量子力学的計算が文献 [73]において行われている。このような計算から Dvacは

式 (10.41)で与えられている大きさ程度となるが、Dabsはある特定の δと kvの値に対しては Dvac

よりもはるかに大きくなりうることが示される。ここではこのような上記の運動量拡散の物理的な

意味を議論してみる。より詳しくは文献 [73]において見出されるだろう。また文献 [63][65]と [74]
も見よ。
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Dabsの増大は連続的に吸収される二つ光子の方向の間の相関によるものである。光ポンピング

により、σ+ 光子の吸収直後に、σ+ 光子を吸収する確率が σ− 光子よりも高いところから原子は高
い確率で g1にいる。これは g1が始状態の σ+遷移は σ− 遷移よりも 6倍強いからである (図 10.2a
を見よ)。これから原子は続けて数個の σ+光子を吸収して、次に原子は σ− 光子を吸収し、これは

原子を g−1に光ポンピングし、ここで原子は続けて数個の σ− 光子を吸収し、またこれと同様の過
程が続く、、、この結果、(吸収による)運動量空間におけるランダムウォークのステップは h̄kに代

わって h̄kの数倍になり、これが Dabsの増加を説明する。このような効果はより大きな Jgに対し

てはより重要になる。

このようなDabsの増大は Jzの固有状態が τP = 1/Γ ′程度の時間間隔が離れて続けて起こる二つ
の蛍光サイクルの間で固定と考えられる場合にのみ起こる。これは kv � |δ′|の動いている原子に
対して、または離調が小さい場合の遅い原子に対してのみ達成される (kv � |δ′|、|δ′| � Γ ′)。最初
のケースの場合 (kv � |δ′|)、摂動 Vrot = kvJz は Heff によって記述される光シフトの効果を上回

る。二番目のケースの場合、Vrotは Heff に比べて無視できるが (kv � |δ′|なので)、Heff によっ

て誘導される Jzの固有状態の間の歳差運動が周波数 |δ′|で起こる。この周波数は吸収確率 Γ ′に比
べて非常に小さく、二つの蛍光サイクルの間には何も観測しうる効果をもたらさない。

先の議論によって、Dabsが任意の大きな δの値においてなぜ kvに対して急激に変化するのかが

説明される。このようにして運動の完全に量子力学的な方程式の数値積分から求められた運動量分

布の形状を理解することが可能である [74]。この分布に現れる広い台座上の分布はおおきな Jgに

対して顕著になるが、これは vが増加する時の Dabsの増加を反映している。しかし、この分布に

現れる p = 0近傍の狭いピークの幅は h̄kに比べて大きいままであるため、半古典近似はそんなに

悪くない。しかし、大きな Jgに対しては、原子は最も大きな磁気量子数m = Jgを持つ副準位から

始まる多くの σ+ 遷移を次々と起こし、Tint の時間の間この副準位にトラップされたままになる。

この時間は Textと同程度もしくはこれよりも長くなりうる。低強度のシシフォス冷却の場合と同

様に (9.6.1項を見よ)、通常のレーザー冷却の扱いが問題になるような状況の新しい例をここで見
出した。問題は半古典近似によるものではなく、通常の仮定 Tint � Textがもはや有効でないこと

による。

10.6 Jg = 1 ↔ Je = 1 遷移に対するコヒーレントポピュレーショ
ントラッピング

Jg = 1 ↔ Je = 1遷移に対しては力の全平均がたとえ原子が動いていてもゼロになるという事は
このような遷移に対しては興味ある効果が何も起きないという意味ではない。この節において原子

の運動がいかに原子の内部自由度のダイナミックスを大きく変化させるかを示す。

10.6.1 定性的な議論

10.4.2項の最後で既に述べたように、最初に g0にいた原子は g±に光ポンピングされ、ここから

は原子は決して g0には戻ってこない。g0と g±の間には運動による結合は無いため、g0を完全に
無視することができ、基底状態は二つの関連する副準位 g1と g−1、または式 (10.13)で z = 0にお
いて与えられるこれらの線形結合 ψS と ψAだけがあるとみなすことができる。

v = 0に対しては、原子の全分布は |ψS〉に光ポンピングされる (図 10.3bを見よ)。原子が動く
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と、運動による結合 h̄kvが二つの状態 |ψS〉と |ψA〉の間に現れ (図 10.3bの垂直方向の矢印)、この
二準位は

ES −EA = − h̄δ
′

2
(10.43)

だけ離れている。Jg = 1 ↔ Je = 2遷移と同様にして、|ψS〉と |ψA〉の波動関数は摂動を受け、こ
れによってΠ1 −Π−1はゼロでなくなる。しかしここで新たに驚くべき効果をつけ加える。これは

v = 0の時、|ψS〉からの吸収確率がゼロになることからくる (式 (10.16b)を見よ)。原子の運動に
よって |ψS〉に |ψA〉が混ざることは |ψS〉に |ψA〉の不安定性の一部分が移る事になる。そして |ψS〉
が摂動を受けた状態 |ψS〉からの吸収確率はもはやゼロではなくなる。言い換えれば、v = 0のと
きには全ての原子が吸収が無い状態 |ψS〉にいるため、全蛍光発光確率 RF はゼロになるが、原子

が動いていると、|ψS〉からのわずかな吸収が起こるため、再びこれはゼロでなくなる。このような
効果は摂動の大きさを表すパラメータ kv/(ES −EA) ∼ kv/δ′によって特徴づけられ、vに対する

RF の変化が v = 0近傍の非常に狭い速度範囲において起こり、この範囲は式 (10.40)で与えられ
る vc 程度である。

Jg = 1 ↔ Je = 2遷移に対しては、運動による |ψS〉と |ψA〉の間の結合 h̄kvはこれらの副準位か

らの吸収確率も変化させる。この場合、|e0〉と結合しないのは副準位 |ψA〉で (式 (10.15a)を見よ)、
|ψS〉が混ざると部分的に結合するようになる。しかしこの効果はそんなに劇的ではなく、v = 0に
おいても、状態 |ψA〉は光を吸収する (式 (10.16a)を見よ)。これはこの準位はいつでも e2と e−2と

結合しているからである。このため v = 0の近傍で vがわずかに変化すると全蛍光確率の変化が期

待されるが、Jg = 1 ↔ Je = 1遷移の場合のように蛍光は決して完全には止まらない。
原子が速度 vで動いている時、原子から見ると二つの対向するレーザー光は反対のドップラーシ

フト ±kvを受けることになるため、これら二つの光の周波数は明らかに周波数シフト Δ = 2kvだ
け異なる ωL ± kvとなり、これは v = 0の時にはゼロになる。原子の内部自由度に対するダイナ
ミックスにのみ興味がある限り、原子がいつでも静止している系において異なる周波数 ωL ± Δ/2
を持つ二つのレーザー光 (必ずしも対向している必要は無い)と相互作用するような問題を考える
ことにより同じ方程式および同じ結果が得られるだろう。Δ = 0の時、原子は |ψS〉にトラップさ
れることになり、蛍光は止まる。Δがわずかにゼロから変化すると、蛍光は再び現れる。最後に同
様な方程式は、g1 = gと g−1 = g′が異なるエネルギー Eと E′を持ち、二つのレーザー光が遷移
g ↔ e0と g′ ↔ e0 をそれぞれ励起する異なる周波数 ωL、ω′

Lを持つような状況においても適用す

ることができる。E + h̄ωL = E′ + h̄ω′
L、すなわち二つのレーザー光の離調が等しい時に蛍光は止

まり、ωL、E、E′ を固定して ω′
Lがわずかに変化した時、または ωL と ω′

L を固定して、E − E′

がわずかに変化した時に再び蛍光が現れる。このような現象は”コヒーレントポピュレーショント
ラッピング”と呼ばれ、これは 2モードのレーザー光が照射された磁場勾配中のナトリウム原子に
おいて初めて観測された [75]。対応するゼーマン効果の空間的な変化によって、ナトリウムのセル
の蛍光はレーザー光線に沿ったある点、すなわち二つの異なる超微細準位に属する二つのゼーマン

副準位が二つのレーザー光の周波数差に等しい大きさに分裂している所においてこれが消えること

になる。

10.6.2 全蛍光発光率の速度依存性

ここでコヒーレントポピュレーショントラッピングのより定量的な記述を与える。始状態 g1およ

び g−1から達することが可能な励起状態のゼーマン副準位は r0だけなので (図 10.2bを見よ)、全
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蛍光発光確率 RF は

RF = Γσe0e0 (10.44)

と与えられる。式 (8.28)によれば、e0の分布数 σe0e0は基底状態の密度行列を用いて表すことがで

きる。式 (8.28)、(10.4)、(10.5)および図 10.2bの Clebsch-Gordan係数を用いて、

RF =
Γ ′

4
[Π1 +Π−1 − 2Cr] =

Γ ′

4
(1 − 2Cr) (10.45)

が得られる。

Cr を評価するため、式 (10.25b)に戻る。定常状態においては Π1 −Π−1と Ciは比例関係にあ

ることを既に学んでいる (式 (10.29))。このため最後の二つの式は Crと Ciのみを結合させ、これ

によって Crの定常値を計算することが可能になる。

Cr =
1
2

4δ′2 + Γ ′2

4δ′2 + Γ ′2 + 64k2v2
(10.46)

これは式 (10.45)に代入することにより、

RF (v) = Γ ′ 16k2v2

4δ′2 + Γ ′2 + 64k2v2
(10.47)

となる。式 (10.47)より RF が v = 0の時にゼロになることが明らかである。そして vが増加する

とこれも振幅 Γ ′/4で半値半幅

Δv =
√

4δ′2 + Γ ′2

8k
(10.48)

の反転ローレンツ曲線の様に増加する。この幅は ILが減少すると ILと共に減少する。v � Δvに
対しては RF は

v � Δv → RF (v) 	 16k2v2 Γ ′

4δ′2 + Γ ′2 =
8k2v2Γ

Ω2
1

(10.49)

の様に変化し、これは離調 δにはもはや依存しない (式 (10.5)と、それぞれの光に対するラビ周波
数 Ω1による s0の定義を用いた)。
先の計算と同様の光ブロッホ方程式を基にした計算がコヒーレントポピュレーショントラッピン

グが発見された直後に行われた [76]。ここで紹介した状態 |ψA〉と |ψS〉に似た結合および非結合状
態を用いたドレスド原子による解釈もまた与えられている (例えば文献 [77]と [78]を見よ)。

10.6.3 原子の運動にもたらされる結果

原子の外部自由度のダイナミックスに戻る。平均摩擦力はゼロになるが、蛍光発光確率 RF が

v = 0近傍で vに対して急激に変化する事は原子の運動に興味深い結果をもたらす。

最初に、運動量拡散係数も v = 0近傍で vに対して急激に変化し、v → 0の時にはゼロに近づく。
これはこのような現象が蛍光サイクルによってランダムな運動量交換を行う事によるからである。

先の全ての議論において、固定の速度 vを持つ原子を考え、vの変化を無視してきた。これはレー

ザー冷却の半古典的な取り扱いにおいては普通のことである。この場合、固定の vに対する摩擦お

よび拡散係数を計算している。実際には蛍光サイクルの後のランダムな運動量変化によって、原子
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の速度は速度空間においてランダムウォークを行う。通常の扱いにおいては無い、ここで新たに現

れる重要な新しい性質は、このようなランダムウォークは蛍光発光確率の強い速度依存性によって

大きな摂動を受けるということである。

次の章において、このような速度に依存するランダムウォークから非常に狭い速度分布、すなわ

ち非常に低温の原子を得るための新しい方法がいかにして与えられるかを見てみることにする。
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第11章 反跳限界以下のレーザー冷却

11.1 はじめに

11.1.1 単一光子の反跳限界

先の章で記述した全ての冷却機構は原子の速度を減衰させる摩擦力を基にしている。自然放出過

程が原子の外部自由度から取ったエネルギーを散逸する事にも基本的な役割を果たしている。例え

ば、シシフォス冷却においては、強い強度 (7章)または弱い強度 (9章)のどの場合においても、原
子がポテンシャルを上る時、自発的なアンチストークス・ラマン過程が原子から得られたポテンシャ

ルエネルギーの増加 (原子の運動エネルギーの減少を伴う)を散逸させている。ドップラー冷却およ
び σ+ − σ− 配置の偏光勾配冷却に対しては、自然放出光のドップラーシフトは青色に (高い方に)
シフトしており、これによってエネルギーの散逸が説明できる (文献 [63]の 3.B.6項の議論を見よ)。
これら全ての冷却機構においては蛍光サイクルは決して止まらないため、自然放出光および対応

する単一光子の反跳エネルギー

ER =
h̄2k2

2M
= kBTR (11.1)

によるランダムな反跳は避けるのは不可能であるように思われる。式 (11.1)によって定義された温
度 TRは単一光子の反跳限界と呼ばれ、これは自然放出を用いたどの冷却過程に対しても基本的な

限界として現れる。対応する速度

vR =
h̄k

M
(11.2)

は反跳速度と呼ばれる。共鳴線によるナトリウム原子の冷却の場合、TR 	 2.4μK、vR 	 3cm/s と
なる。セシウムの場合、TR 	 0.13μK、vR 	 3mm/sとなり、λ = 1.08μmの 23S1 ↔ 23P1遷移に

よるヘリウム原子の冷却の場合にはこれは TR 	 4μK、vR 	 9cm/s となる。

11.1.2 速度選択的コヒーレントポピュレーショントラッッピング

TR 以下の温度を得るためには、極低温に冷却したい原子に対しては自然放出過程を止めなくて

はならない事が先の議論より明らかである。これから 9.6節で議論した Jg = 1 ↔ Je = 1遷移と
σ+ − σ−レーザー光配置における現象を用いる事が示唆される。この場合、速度がゼロの原子に対
しては蛍光確率 RF はゼロになり (式 (10.47)と (10.49)を見よ)、これは原子が基底状態の副準位
の線形結合の吸収が無いトラッピング状態として現れる状態に光ポンピングされるからである。こ

のトラップは v = 0に対しては完全で、vが増加すると徐々に完全ではなくなる。このためこのよ
うな現象は速度選択的コヒーレントポピュレーショントラッピングと呼ばれる。これは非常に低い

速度を持つ極低温原子を選択し、自然放出の”悪い”効果を防ぐ。
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実際に冷却を達成するには、v = 0を中心に速度分布を圧縮する必要もある。この冷却には、こ
こでは v = 0近傍の狭い速度範囲 δvにある原子の蛍光確率を消失する速度選択機構だけでは不十

分である。この速度範囲における原子密度を増加することも必要である。

11.1.3 速度空間における光ポンピング

吸収光子による原子への運動量の移行と、蛍光光子による原子から運動量が持ち去られることに

より、各蛍光サイクル後には原子の運動量にはランダムな変化がある。v > δvの原子がこのような

サイクルを経験し、v < δvになってこれが終わる事が起こりうる。このため運動量拡散は速度空間

における光ポンピング過程とみなることができ、光子の吸収によって原子はある速度グループから

吸収が無い v = 0付近の速度範囲 δvの領域に移る。この速度範囲においては原子は相互作用時間

Θに間はこの状態にトラップされて続け、そして原子はだんだん溜まって速度分布に狭いピークを

形作る。

ここで述べた新しい冷却機構は最初に文献 [79]および [80]において提案および実演されたが、こ
れは他の冷却機構と根本的に異なっている。なぜならこれは摩擦ではなく、運動量拡散と速度選択

的コヒーレントポピュレーショントラッピングとを組み合わたものを基にしたものである∗。次の
節においてこの冷却限界が相互作用時間 Θによってのみ与えられる事が示される。もう一つの重

要な性質はこれがレーザー光の離調に依存しないことである。

11.1.4 半古典論的な扱いの誤り

10章で示した半古典的な扱いはレーザー光中で非常に良く局在している原子を扱っている。例
えば、式 (10.13a)において”zにおいて静止した”原子に対して導入し、Jg = 1 ↔ Je = 1遷移に対
しては吸収が無い状態である (式 (10.15b)を見よ)、状態 |ψS〉は、その重心が zを中心として良く

局在した波束によって表される原子に対する内部状態のことを指している。このような波束の時間

発展は完全に量子力学的には必ずしも記述する必要はない。式 (10.13a)において zは固定のパラ

メータとみなされている。もし原子が速度 vで動いていると、zは複素数 vtに置き換えられる (式
(10.18)を見よ)。
もし冷却機構によって原子の運動量広がり δpが h̄k以下に減少される、すなわち単一光子の反跳

限界以下のレーザー冷却の場合においては、空間的なコヒーレンス長 ξA ∼ h̄/δpはレーザー波長よ

りも長くなり、原子はもはやレーザー光中に良く局在しているとはみなせなくなる。このため全て

の自由度に対する完全な量子力学的な扱いが必要になる。このような扱いを次の項に示す。吸収が

無い状態が引き続き式 (10.13a)によって与えられ、ψS(z)がもはや zに局在する単一の波束の内部

状態ではなく、2成分の zの波動関数になる事が分るだろう。

11.2 1次元の量子論的な扱い

ここでは σ+ − σ−レーザー光配置と Jg = 1 ↔ Je = 1遷移を考える。

∗またこれは並進運動の空間における光ポンピングを、トラップ内の速度選択的なリサイクリングによる反跳限界以下の
並進運動の自由度に対する冷却に用いたと言えるかもしれない [81]。
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11.2.1 レーザー光と結合しない原子の量子状態

ここで原子の状態は二つの量子数、一つは内部状態に対して、もう一つは外部状態に対する量子

数によってラベルされるとする。10章 (10.4.2項の終わりを見よ)において既に Jg = 1 ↔ Je = 1
遷移に対して関連する内部状態は基底状態の g1と g−1、励起状態の e0だけであることを見てきた。

外部状態を記述するために、今後 z軸に沿った運動量 pを用いることにし、例えば |g1, p〉は原子が
g1状態にいて、z軸方向の運動量 pであることを表す。

原子の外部自由度が量子化されると、レーザー電場 EL(z, t)の式 (10.1)に現れる重心の座標 z

は演算子 Zになる。レーザー–原子の相互作用ハミルトニアン (8.4)は式 (10.2)、E0のラビ周波数

Ω1、そして図 10.2bの Clebsch-Gordan係数を用いて

VAL =
h̄Ω1

2

[
− 1√

2
eikZ |e0〉〈g−1| +

1√
2
e−ikZ |e0〉〈g1|

]
e−ωLt + h.c. (11.3)

と書き表される。式 (11.3)に現れる演算子 e±ikZは運動量空間における並進運動演算子であるため、

VAL|g−1, p〉 = − h̄Ω1

2
√

2
e−ωLt|e0, p+ h̄k〉, (11.4a)

VAL|g+1, p〉 = +
h̄Ω1

2
√

2
e−ωLt|e0, p− h̄k〉. (11.4b)

となる。式 (11.4a)の解釈は非常に明解である。g1から始まって、原子は光子を吸収して e0にのみ

励起され、この光子は σ+である必要がある (角運動量保存)。この σ+ 光子は z軸を正の方向に進

み (図 10.1)、このため運動量 +h̄kを運び、これは吸収過程において原子に移行する。このため原
子の運動量は pから p+ h̄kに変化する。式 (11.4b)も同様に考えることができる。
式 (11.4)より、状態

|ψNC(p)〉 =
1√
2
[|g−1, p− h̄k〉 + |g+1, p+ h̄k〉], (11.5)

を新たに導入する事が示唆される。これはレーザー光とは結合せず、

VAL|ψNC(p)〉 =
h̄Ω1

4
e−ωLt[−|e0, p〉 + |e0, p〉] = 0 (11.6)

であるからである。|g−1, p− h̄k〉および |g1, p+ h̄k〉から始まり両方とも同じ終状態 |e0, p〉で終わ
る二つの吸収の確率振幅は干渉して互いに打ち消し合う。式 (11.5)と (11.6)は先の章における外
部自由度が量子化されていない式 (10.13b)と (10.15b)を一般化する。式 (11.5)において線形結合
されている二つの状態には異なる原子の運動量 p − h̄kと p + h̄kが現れる。これは g−1 または g1

にいる原子によって吸収される光子は反対方向の運動量+h̄kおよび −h̄kを持つことによる。終状
態は二つの経路に対して同じである必要があるため、g−1と g1に対応する二つの始状態は 2h̄kだ
け異なる運動量を持っている必要がある。

また状態

|ψC(p)〉 =
1√
2
[−|g−1, p− h̄k〉 + |g+1, p+ h̄k〉], (11.7)

を導入することも、もちろん可能で、これはすなわち |g−1, p− h̄k〉と |g1, p+ h̄k〉の線形結合で、非
結合状態 (11.5)と直交する状態である。このような状態に対しては、|g−1, p− h̄k〉および |g1, p+ h̄k〉
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から始まり、終状態 |e0, p〉で終わる二つの吸収の確率振幅は干渉して打ち消し合う代わりに互いに
強め合う。このためこれらの状態はレーザー光と結合する。

VAL|ψC(p)〉 =
h̄Ω1

2
e−ωLt|e0, p〉 (11.8)

VALが |e0, p〉と |ψC(p)〉だけを結合することは簡単に確認できる。

VAL|e0, p〉 =
h̄Ω1

2
e−ωLt|ψC(p)〉 (11.9)

このため VALのゼロでない行列要素は

〈e0 , p|VAL|ψC(p)〉 =
h̄Ω1

2
e−ωLt = 〈ψC(p)|VAL|e0, p〉∗ (11.10)

だけである。

11.2.2 原子の運動によって誘起される結合

原子の外部自由度が量子化されると、原子のハミルトニアン HAは重心の運動エネルギーを表す

Hext
A の寄与が含まれる。式 (2.2)を多準位原子に対して一般化した式は

HA = Hext
A +Hint

A =
P 2

2M
+ h̄ωAPe (11.11)

で、ここで Peは励起状態のゼーマン副準位の空間への射影である。これはここで基底状態のゼーマ

ン副準位が全て同じ内部エネルギーで値がゼロを持っていると仮定しているからである。式 (11.11)
において P は z軸方向の運動量演算子で、これはこの節では一次元に限定しているからである。

状態 |g±, p± h̄k〉は HA

HA|g±1, p± h̄k〉 =
(p ± h̄k)2

2M
|g±1, p± h̄k〉 (11.12)

の固有状態で、対応する固有値は原子の運動量 p± h̄kに対する運動エネルギーである。式 (11.12)
より、

HA|ψNC(p)〉 =
1√
2

[
(p− h̄k)2

2M
|g−1, p− h̄k〉 +

(p+ h̄k)2

2M
|g1, p+ h̄k〉

]

=
(
p2

2M
+ER

)
|ψNC(p)〉 +

h̄kp

M
|ψC(p)〉, (11.13a)

HA|ψC(p)〉 =
(
p2

2M
+ER

)
|ψC(p)〉 +

h̄kp

M
|ψNC(p)〉, (11.13b)

に帰着される。このような結果はHAが二つの状態 |ψC(p)〉、|ψNC(p)〉に対して同じ量 (p2/2M )+ER

だけエネルギーをシフトすることを示しており、ここで ERは式 (11.1)で与えられている反跳エネ
ルギーである。また HAはこらら二つの状態間に”運動による結合”

〈ψC(p)|HA|ψNC(p)〉 =
h̄kp

M
(11.14)

をもたらし、これは速度 p/M に関連するドップラーシフト kp/M に等しい角周波数によって特徴

づけられる。
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図 11.1: グループ F(p)の三つの状態 |e0, p〉、|ψC(p)〉と |ψNC (p)〉の間の各結合。|e0, p〉と |ψC (p)〉(ま
たは |ψNC(p)〉)の間のエネルギー間隔は −(h̄δ+ER) = −h̄δ̃である (VALの時間依存を取り除いた

後)。二つの状態 |e0, p〉と |ψC(p)〉は HA(行列要素 h̄kp/M )によって結合される。VALと HAが無

い場合、グループの中で比較的不安定な状態は唯一 |e0, p〉である (自然幅または緩和率 Γ )。VALお

よび HAによって |ψC(p)〉と |ψNC(p)〉には |e0, p〉が混ざるため、二つの状態 |ψC(p)〉と |ψNC(p)〉
もまた有限の幅または緩和率を持ち、これは Γ ′

C および Γ ′
NC と記す。

11.2.3 自然放出による減衰率

自然放出を無視する限り、三つの状態 |e0, p〉、|g1, p+ h̄k〉、|g−1, p− h̄k〉は三次元の部分空間、
もしくはグループを形成し、ここではこれを F(p)と名づける。これは原子–レーザー間の結合 VAL

と原子のハミルトニアン HAの効果の下でも安定なままである。自然放出が無いと、最初に F(p)
に属していた原子の状態は F(p)からは離れない。|ψC(p)〉と |ψNC(p)〉は |g±1, p± h̄k〉の線形結合
であるので、F(p)もまた三つの直交する状態 |e0, p〉、|ψC(p)〉、|ψNC(p)〉によって作られると考え
ることができる。

F(p) = {|e0, p〉, |g+1, p+ h̄k〉, |g−1, p− h̄k〉}
= {|e0, p〉, |ψC(p)〉, |ψNC(p)〉} .

(11.15)

図 11.1にこれら三つの状態とこれらの間に存在する VAL(|e0, p〉と |ψC(p)〉の間の行列要素 h̄Ω1/2)
とHA(|ψC(p)〉と |ψNC(p)〉の間の行列要素 h̄kp)による各種の結合を表す。変換式 (8.19)を用いるこ
とにより (またはレーザーモードを量子化することにより)、式 (11.3)に現れる指数関数 exp(±iωLt)
を消去した。この変換式は ωA を ωA − ωL = −δに置き換えることになる。F(p)の三つの状態の
非摂動エネルギーに HAの対角要素が含まれているとすると、|e0, p〉と |ψC(p)〉(または |ψNC(p)〉)
の間のエネルギー間隔は −h̄δになり、ここで

h̄δ̃ = h̄δ + ER. (11.16)

である。

この項では自然放出によって F(p)から離れる確率を調べる。もし VALとHAを無視すると、F(p)
の放射遷移により不安定な状態は |e0, p〉で、これは二つの基底状態の副準位 |g1〉と |g−1〉のどれか
らも実際の∗ 自然放出過程が起きないからである。|e0, p〉から離れる確率は |e0, p〉の自然幅 Γ に等

しい。F(p)に属する初期状態の減衰の確率振幅にのみ興味があり、自然放出による緩和によって

∗式 (2.1)に現れる原子–真空場の間の相互作用ハミルトニアン VAV に回転波近似を行わない場合には、光子は仮想的
には g1 および g−1 から放出および再吸収されると考えられる。これらの”仮想的な”過程は g1 と g−1 のエネルギーシフ
トを引き起こし、このシフトの大きさは VAV の回転不変性の結果、二つの準位に対して同じになる。これらの g1 と g−1

のラムシフト、同様に e0 のラムシフトはここでは原子の周波数 ωA に含まれていると仮定することができる。
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移る終状態には興味がないとすると、F(p)の中の量子力学的な時間発展は |e0, p〉のエネルギーに
虚数部−ih̄Γ/2を単に加えるだけで正しく記述されることが示される∗。このため F(p)の中の量子
力学的な時間発展は次に示す 3 × 3の非エルミートの有効ハミルトニアンによって支配される。

Heff = h̄

⎛
⎜⎝−δ̃ − iΓ/2 Ω1/2 0

Ω1/2 0 kp/M

0 kp/M 0

⎞
⎟⎠ (11.17)

これは一般には異なる虚数部を持つ三つの複素数の固有値を持つ。このことは通常、F(p)から三
つの異なる自然放出による緩和モードがあることを意味する。ここではこれら三つのモードの物理

的な意味を摂動計算の極限において議論したい。これは VAL と HAによる結合 h̄Ω1/2と h̄kp/M

が十分小さい極限である。

最初に特に p = 0の場合を考える。図 11.1より状態 |ψNC(p = 0)〉

|ψNC(p = 0)〉 =
1√
2
[|g−1,−h̄k〉 + |g+1,+h̄k〉] (11.18)

が完全に他の二つの状態から孤立していることは明らかである。これは p = 0に対しては |ψNC(p)〉
と |ψC(p)〉の間の結合 h̄kp/Mはゼロになるからである。これは t = 0において |ψNC(p = 0)〉に置
かれた原子は無限にこの状態に残り続けることを意味する。このため式 (11.18)で与えられる状態
|ψNC(p = 0)〉は完全なトラップである。|ψNC(p = 0)〉から離れる確率 Γ ′

NC(p = 0)は厳密にゼロ
である。

Γ ′
NC(p = 0) = 0 (11.19)

他の二つの F(p)から離れる確率は式 (11.17)を用いることにより見出され、これは p = 0の時に
は二つの部分行列に分解され、一つは 1 × 1の部分行列で |ψNC(p = 0)〉に対応するもので、もう
一つは部分空間 {|e0, p = 0〉, |ψC(p = 0)〉}の中の 2 × 2の部分行列

h̄

(
−δ̃ − iΓ/2 Ω1/2
Ω1/2 0

)
(11.20)

である。もし

Ω1 �
√
δ̃2 + (Γ 2/4) (11.21)

すなわち Ω1 � Γ または Ω1 � |δ̃|の場合、式 (11.20)の固有値は摂動計算によって見出される。
Ω1 → 0のときにゼロになる固有値は良く知られた二次の摂動の式によって与えられる。

(h̄Ω1/2)2

h̄(δ̃ + i(Γ/2))
= h̄

(
δ′C − i

Γ ′
C

2

)
(11.22)

ここで

Γ ′
C = Γ

(Ω1/2)2

δ̃2 + (Γ 2/4)
, (11.23a)

δ′C = δ̃
(Ω1/2)2

δ̃2 + (Γ 2/4)
(11.23b)

∗このような結果を示す可能な方法は、F(p) の三つの状態によって作られる部分空間の中での分解演算子の制限を調べ
ることである
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である。このような結果は、VAL の効果のもとでは状態 |ψC(p = 0)〉は h̄δ′C だけ光シフトし、有
限の幅 Γ ′

C を持ち、これは |ψC(p = 0)〉からの光子の散乱確率とみなすことができることを意味す
る。この |ψC(p = 0)〉から離れる確率は明らかに VALによって |ψC(p = 0)〉に |e0, p = 0〉が混ざる
事による。式 (11.20)の他の固有値は −h̄δ̃ − ih̄Γ/2に非常に近い。
ここで pがゼロではないが、しかし非常に小さいものと仮定する。より正確には、|ψNC(p)〉と

|ψC(p)〉の間の結合 h̄kp/M は光シフトまたは先の計算で p = 0とおいた |ψC(p)〉の幅に比べて非
常に小さいと仮定する。

k|p|
M

� |δ′C | または Γ ′
C (11.24)

このため、式 (11.17)の三つの固有値の内の二つは式 (11.20)の二つの固有値、すなわち−h̄δ̃−ih̄(Γ/2)
と h̄δ′C − ih̄Γ ′

C/2に非常に近い。三番目の固有値に対しては、二次の摂動論を HAに誘導された

|ψNC(p)〉と |ψC(p)〉の間の結合 h̄kp/M に適用することによりこれが得られる。この結合は VAL

によって誘導された |ψC(p)〉と |e0, p〉の間の結合 h̄Ω1/2からきたものである。このようにして式
(11.23)を用いて

(h̄Ω1/2)2

h̄(−δ′C + i(Γ ′
C/2))

= h̄

(
δ′NC − i

Γ ′
NC

2

)
(11.25)

が得られ、ここでは

δ′NC (p) =
(kp/M )2

δ′2C + (Γ ′2
C /4)

δ′C =
4k2p2

M2Ω2
1

δ̃, (11.26a)

Γ ′
NC(p) =

(kp/M )2

δ′2C + (Γ ′2
C /4)

Γ ′
C =

4k2p2

M2Ω2
1

Γ (11.26b)

である。式 (11.25)において h̄δ′NC (p)は |ψNC(p)〉の光シフトで、一方、Γ ′
NC(p)は |ψNC(p)〉から、

より正確には式 (11.17)の固有状態 |ψNC(p)〉から離れる確率で、これは p→ 0の時には |ψNC(p)〉
になる ( |ψNC(p)〉は (11.15)の三つの状態の線形結合で、この場合、|ψNC(p)〉は最も大きなウェイ
トを占める)。ここではまた |ψNC(p)〉から離れる確率は |ψNC(p)〉に |e0, p〉が混ざることによる。
しかしこの混合はここでは二つの混合からくるものである: 一つは VALによる |ψC(p)〉と |e0, p〉の
間の混合で、これは |e0, p〉が少し混ざった摂動状態 |ψC(p)〉を引き起こし、もう一つは HAによる

|ψNC(p)〉と |ψC(p)〉の混合である。
式 (11.26b)より、pが小さいときには離れる確率 Γ ′

NC(p)は非常に小さく、p = 0の時にはゼロ
になることが明らかである∗。これは時間 t = 0において |ψNC(p)〉にある原子は pが十分小さいと

非常に長い時間、(Γ ′
NC(p))−1の時間程度この状態に留まる事ができる事を意味する。逆に言えば、

任意の相互作用時間 Θの間、p = 0付近の pに対する範囲 δpを得ることができる。これは、もし

|p| < δpのとき、|ψNC(p)〉にある原子は全相互作用時間Θの間、高い確率で |ψNC(p)〉にトラップ
し続けるようなものである。対応する δpの値は条件

Γ ′
NC(δp)Θ < 1 (11.27)

によって与えられる。これから式 (11.26b)を用いて

δp <
M

2k
√
Γ

Ω1√
Θ

(11.28)

∗自然放出減衰率 Γ ′
NC(p)は式 (10.49)に見出される半古典的な蛍光確率 RF (v = p/M )の半分に等しい。係数 1/2は

定常状態においては状態 |ψC(p)〉もまた分布しており、これも等しく蛍光発生率に寄与する事による。
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が導かれる。

こうして先の解析は速度選択的な機構を示している。|p| < δpの状態 |ψNC(p)〉の集合は自然放
出の”悪い”影響から保護されているとみなすことができ、これは相互作用時間 Θの間はこのよう

な状態からの減衰 (緩和)過程が非常に希であることによる。このため 10.6節において半古典論に
よって紹介した速度選択的コヒーレントポピュレーショントラッピングの現象の完全な量子力学的

な記述を与える事が可能になった。ここで正しいトラップ状態は内部状態 g1と g−1の違いだけで

なく、g+に対しては運動量 p+ h̄k、g−1に対しては p− h̄kと運動量が違う状態の重ね合わせにな

ることが分る。また δpは好きなだけ小さく、特に h̄kよりも小さくすることが Θを十分長くする

ことによって可能であることが分かり、これは式 (11.28)より δpが 1/
√
Θのように変わるからで

ある。

11.2.4 異なる状態グループ間の自然放出による移動

先の項において、原子が自然放出によってどのようにして F(p)のグループから離れるのかを学
んだ。ここで原子が自然放出過程の後に新しいグループに移る事を示す。この運動量空間における

拡散は |p| � δpのトラップ状態 |ψNC(p)〉に原子を移す事に対して重要なものである。
時間 tにおいて F(p)のケットベクトル |ψ(t)〉によって記述される状態にある原子は z軸方向に

h̄kz = uの成分を持つ運動量 h̄kの光子を自然放出する。このような放出は |ψ(t)〉が不安定状態
|e0,k〉を含む場合にのみ可能である。一時的に原子の運動量に対して、pの z軸方向の成分 pだけ

でなく、ベクトル pを用いる。自然放出過程の直後では、原子は自然放出された光子の方向 kと偏

光によって決まる |g1,p−h̄k〉と |g−1,p−h̄k〉の線形結合状態にある。もし原子の運動量の xと y成

分には興味がないとすると、すなわち最終的な密度行列をこれらの量子数に対して h̄kz = uを一

定にしてトレースをとると、そして放出光子の偏光の平均および kの方位方向の平均をとるとする

と、最終的な原子の密度行列は |g1, p− u〉と |g−1, p− u〉を同じ重みで統計的な混合を行ったもの
になることが見出される。このような結果は z軸方向の全運動量保存の明確な現れである。

図 11.2は F(p)の三つの状態 |g1, p+ h̄k〉、|g−1, p− h̄k〉と |e0, p〉と二つの可能な終状態 |g1, p−u〉
(a)と |g−1, p−u〉 (b)を表し、これは z軸方向に運動量 uを持つ光子を自然放出した後に得られる

統計的混合状態である。式 (11.5)より、|g1, p− u〉は F(p− h̄k − u)に属し、一方 |g−1, p− u〉は
F(p+ h̄k − u)に属す。uは −h̄kと h̄kの間の任意の値をとりうるので、これは自然放出による移

動は p− 2h̄k ≤ p′ ≤ p+ 2h̄kの範囲で F(p)から F ′(p)へ起こることが示される。
この項の結果と先の結果を組み合わせると、原子の時間発展のモンテカルロ–シミュレーションを
行うことができる。自然放出過程の直後には原子の状態、例えば状態 |g1, p−u〉または |g−1, p− u〉
であることを知ることができる。この初期状態とこの初期状態のグループに相当する有効ハミルト

ニアン (11.17)を知ることにより、時間 t後に、次の自然放出が起きる確率を計算することができ

る。このような過程が起こると、新しい原子の初期状態と新しいグループを知り、これが繰り返さ

れる。ここで概略を示した計算と間欠的な蛍光や量子ジャンプの現象を解釈するのに用いられる遅

延関数の計算との間にはある類似点がある (文献 [37]と [2]の VI章 E.3.c項を見よ)。二つの計算に
おいて、同じ原子から 2個連続して放出される光子の間の遅延時間の分布を計算し、非常にゆっく
りとした減衰確率が存在することによって蛍光が非常に長い時間止まる事を説明している。このよ

うな解析によって、またトラップ状態 |ψNC〉に入る機構をも説明している。自然放出直後、原子は
例えば |g1, p− u〉にいるとする。これは |g1, p− u〉が属するグループ F(p− u− h̄k)に相当する有
効ハミルトニアンの三つの固有状態の線形結合である。しかしこれら三つの状態は全く異なる確率
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図 11.2: 自然放出によるグループ間の移動。F(p)に属する |e0, p〉から始まり、原子は z軸方向の

運動量 uの光子を自然放出することによって、F(p−u− h̄k)に属する |g1, p− u〉 (a)に移るか、も
しくは F(p− u+ h̄k)に属する |g−1, p− u〉 (b)に移る。

で減衰するため、十分長い時間たっても自然放出過程が起きないとすると、初期状態はふるいにか

けられ、|ψNC(p− h̄k − u)〉に帰着する。最後にここでの解析と文献 [37]におけるそれとの重要な
違いを記す。ここでは自然放出に続く運動量変化を考慮している。ゆっくりとした減衰確率は pに

非常に敏感であるため (式 (11.26b)を見よ)、蛍光が止まる暗時間の長さは時間発展の間に顕著に
変化することになる。最近、このようなモンテカルロ–シミュレーションが行われている [88]。

11.2.5 期待される最終的な運動量分布

状態 ψNC(p)〉にいる原子を考える。このような状態は原子の運動量演算子 P の成分 Pzの固有状

態ではない。式 (11.5)によれば、ψNC (p)〉にいる原子の Pzの観測値は等しい確率で二つの可能な値

p− h̄kと p+ h̄kとなる。相互作用時間Θの後に、多くの割合の原子が |p| � δpの状態 ψNC(p)〉(こ
れは ψNC (p)〉に非常に近い)にトラップされることになり、ここで δpは式 (11.28)によって Θと

関係している。このため最終的な原子の運動量分布に (すなわち相互作用時間 Θ後に)+h̄kと −h̄k
を中心に、それぞれ幅 δpを持つ二つのピークが期待される。もし Θが十分長くて δpが h̄kより小

さければ、これら二つのピークは完全に分離されることが期待される。Θを増加することはこれら

のピークの幅を減少させることになり、そしてうまく行けばそれらの重みも増加する事となる。こ

れは原子が運動量空間において p = 0に向かって拡散する時間がより長くなるからである。
これらの予想は全て量子力学的な運動方程式の数値積分によって定量的に確かめられている∗[80]。
興味ある読者はこのような計算の詳細とその結論が文献 [80]に見出せるだろう。特に、±h̄kの二
つのピークの幅 δpは Ω1/

√
Θのように変化するという (11.28)の予想は非常に良く確かめられてい

る。ここで量子力学的な運動量方程式 5.3.3項の様に結合した Fokker-Plank方程式には変換不可能
であることを記しておく。原子の運動量分布には幅 δpの鋭いピークがあり、この幅は h̄kよりも小

さくなりうることから、密度行列要素を h̄k/δpのべきで展開することはもはや不可能である。

最後にこの節で示した種類の一次元のレーザー冷却は準安定状態の 4He原子線において最近、実
現されていることをここに記しておく [79]。二つの対向する σ+と σ− のレーザー光線が直交する

∗しかし長い相互作用時間の極限におけるピークの重みの時間発展の問題はまだ未解決である
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4Heの原子ビームの λ = 1.08μmの 23S1 ↔ 23P1 遷移を励起する。最終的な運動量分布において

h̄k以下の幅 δpの二つのピーク構造が観測され、これは一次元の温度 2μKに相当し、4Heのこの
遷移の反跳限界に相当する 4μKよりも小さい。

11.3 高次元への一般化

この最後の節においては先の節で解析した一次元の冷却方法の高次元への拡張の可能性を示す。

速度選択的コヒーレントポピュレーショントラッピングの二次元 [80, 82]、または三次元 [82, 83]へ
の拡張に対するいくつかの提案が出されている。ここで文献 [83]に従い、特に Jg = 1 ↔ Je = 1遷
移の場合に限定することにする。他の遷移は他の文献において考慮されている [84]。

11.3.1 吸収強度に対する等価式

二次元または三次元においては基底状態の副準位 g0と二つの励起状態のゼーマン副準位 e−1 と

e1を無視することは不可能である。位置を用いた表記においては低準位 gの原子の量子状態 (内部
および外部の両方)を表す最も一般的な波動関数は

Ψg(r) = ψ−1(r)|g−1〉 + ψ0(r)|g0〉 + ψ+1(r)|g+1〉 (11.29)

と書き表される。実際、これは三つの成分からなる波動関数で、一つの波動関数 ψm(r)は gの三

つのゼーマン副準位 |gm〉にそれぞれ関連している。球座標における基底 {gm〉}からデカルト座標
の基底へ変えることにより

|gx〉 = − 1√
2
(|g+1〉 − |g−1〉),

|gy〉 = +
1√
2
(|g+1〉 + |g−1〉),

|gz〉 = +|g0〉

(11.30)

式 (11.29)は

Ψg(r) = ψx(r)|gx〉 + ψy(r)|gy〉 + ψz(r)|gz〉 (11.31)

に変換され、ここで φx(r)、φy(r)、φz(r)は回転によってベクトル場ψg(r)の三つの成分に変換さ
れる三つの波動関数である。

ψg(r) = {ψx(r), ψy(r), ψz(r)} (11.32)

同様の議論により上準位 eの最も一般的な量子状態はベクトル場 φe(r)によって記述される。

φe(r) = {φx(r), φy(r), φz(r)} (11.33)

ここで原子が状態φg(r)から状態 φe(r)へ一個のレーザー光子の吸収によって励起される確率の
振幅 Aを考える。このような振幅は初期および終状態 φg(r)および φe(r)だけに依存するわけで
はなく、レーザー電場E+

L(r)にも依存し、これは φg(r)および φe(r)と同様にベクトル場である。
Jg = 1 ↔ Je = 1遷移の Clebsch–Gordan係数より、

A = 〈Φe|VAL|Φg〉 = C

∫
d3rψe(r) · [E+

L(r) × ψg(r)] (11.34)
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が示され、ここで Cは定数である。実際、二つのベクトル場 φg(r)と E+
L(r)から作られる唯一の

ベクトル場が E+
L(r) ×ψg(r)である事から、式 (11.34)の構造は簡単に理解することができる。

11.3.2 トラップ状態が存在する条件

先の節において得られた方法を思い返すと、ここで二つの一般的な条件を確認することができる。

これは原子が gにいる状態ψT
g (r)をもし完全なトラップ状態にしたいとする場合、すなわち t = 0

において原子を ψT
g (r)の状態ににすると、永久にこの状態に居続けるようににしたい場合に満足

しなくてはならない条件である。

最初に、この状態はレーザー光の影響を受けない必要がある。より正確には、

VAL|ΨT
g 〉 = 0 (11.35)

となり、これは式 (11.6)を一般化する、または式 (11.34)よりこれは等価的に∫
d3rφe(r) · [E+

L (r) ×ψT
g (r)] = 0 ∀φe(r) (11.36)

となる。

二番目に、原子のハミルトニアン HAは ΨT
g をレーザー光と結合しうる他のどんな状態とも結合

させてはならない。このような条件は ΨT
g が HAの固有関数でなくてはならない、または等価的に

ΨT
g は HAに関して定常状態である必要があることを暗に示唆している。磁場が無い時、gの三つの

副準位は同じ内部エネルギーを持つため、ΨT
g が HAの固有関数でなくてはならないという要請は

Hext
A |ΨT

g 〉 =
P 2

2M
|ΨT

g 〉 =
p2

2M
|ΨT

g 〉 (11.37)

と置き換えることができる。ここで P は原子の運動量演算子で固有値 p2/2M は複素数である。

11.3.3 トラップ状態を探す

ここで両方の条件 (11.36)と (11.37)を満たす非常に簡単な方法は

ψT
g (r) = μE+

L(r) (11.38)

とおくことである事をを示す。ここで μは定数である。式 (11.38)は、その波動関数がレーザー電
場と同じベクトル場によって記述される gにある原子を定義する。先ず最初に式 (11.36)と満足す
る事は明らかで、これは

E+
L (r) ×ψT

g (r) = μE+
L (r) ×E+

L(r) = 0 (11.39)

であるからである。二番目に、周波数 ωLの単色光のレーザー電場E+
L(r)は全て同じ絶対値 kL =

ωL/cを持つ波数ベクトルの平面波の重ね合わせである必要がある。このため

∇2E+
L (r) = −k2

LE
+
L (11.40)

となる。P= −ih̄∇であるため、式 (11.38)と (11.40)から

P 2

2M
ψT

g = −μh̄
2

2M
∇2E+

L =
h̄2k2

L

2M
ψT

g (11.41)
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が導出され、これは ψT
g が式 (11.37)も満足する事を示している。なぜならこれは P 2/2M の固有

関数で、固有値 ER = h̄2k2
L/2M を持つものであるからである。

しかし条件 (11.36)と (11.37)は三次元のトラップ状態に対して必然的に満足されなくてはなら
ないが、このような状態を定義するのには十分ではないことを記しておく。例えば、三つの同一平

面上の平面波によって形成されるレーザー光の配置を考える。この波数ベクトル k1、k2、k3は全

て xy平面にあり、

|k1| = |k2| = |k3| = kL = ωL/c (11.42)

である。ここで式 (11.38)において定数 μとおいた代わりに、μを eiκzに置き換える。このため ψT
g

に対して

ψT
g (r) = exp(iκz)E+

L(r) (11.43)

とおくことにする。式 (11.43)は引き続き式 (11.36)を満足することは明らかで、これは ψT
g ×E+

L

が引き続きゼロであることによる。一方、式 (11.43)において eiκzを乗じることにより、E+
L を形

成している三つの平面波の波数ベクトル ki(i = 1, 2, 3)にベクトル κ= κεz を足すことになる。こ

れからベクトル波動関数 (11.43)は波数ベクトル ki +κ(i = 1, 2, 3)を持つ三つのド・ブロイ平面波
の和となる。z軸に平行な κは、全て xy平面にある k1、k2、k3に垂直であるため、三つの波数

ベクトル ki + κは同じ絶対値 (k2
L + κ2)1/2を持つ。このため式 (11.43)は引き続き P 2/2M 固有

関数で固有値は h̄2(k2
L + κ2)/2M である。

P 2

2M
exp(iκz)E+

L (r) =
h̄2(k2

L + κ2)
2M

exp(iκz)E+
L (r) (11.44)

このため式 (11.43)は引き続き式 (11.36)と (11.37)を満足する事が示されている。しかし κは任意

の値をとれるため、式 (11.43)はここでは z軸方向の運動量の値だけ異なる異なったトラップ状態

の集合を定義する。言い換えれば、三つの同一平面上の平面波によって形成されるレーザー光の場

においては、E+
L に比例した ψT

g をとることは三次元的なトラップ状態を導くものではない。なぜ

ならこれによって三つの光を含む平面に垂直な方向の運動量だけ異なる無限のトラップ状態がある

ことになるからである。

先の議論から次のことが示唆される。一意的な三次元のトラップ状態を得るためには少なくと

も四つの平面波 ki(i = 1, 2, 3, 4)からなるレーザー光の配置をとる必要があり、こらら四つの光
の波数ベクトル ki の方向は、ki の先端が中心が 0の単一の球 (半径 kL = ωL/c)に含まれるよう
にする必要がある。任意の平行移動 κは四つのベクトル ki + κの絶対値が等しくならなくする。
このため (Jg = 1 ↔ Je =遷移に対する)三次元の原子のトラップ状態は少なくとも四つの状態
|gi,ki〉(|ki| = kL)の重ね合わせである必要がある。これらは運動量の方向 ki/kiが違うだけでな

く、内部状態 giも異なる。式 (11.38)より、それぞれの状態 |gi,ki〉はレーザー平面波のレプリカ
で、またこのような光は横波であるので、原子の内部状態 giもまた kiに対して横方向である必要

がある。

このような原子の内部と外部自由度の間に分離不可能な量子相関を示す三次元のトラップ状態の

存在を示す事は非常に興味深いだろう。これには多くの調査すべき問題が残っている。例えば、重

力の影響を取り除く必要がある。また、トラップ状態への注入効率は運動量拡散に依存するが、こ

れは一次元に比べて三次元の場合の方がよりはるかに小さくなり、多分、低い pの値へ向かって運

動量拡散を増加するための付加的な他の方法の助けが有用になるだろう。
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